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I Einleitung

Die Autoren heute gangiger Logiklehrbiicher scheinen sich trotg
bisweilen erheblicher Unterschiede u. a. in der Form der Dar-
stellung und der Art der herangegogenen Hilfsmittel wenigstens
dariiber einig zu sein, daB die Logik als Theorie des SchlieBens
zundchst von Urteilen oder Aussagen zu handeln habe und erst
dann von Begriffen oder Priddikaten. ILogik beginnt also mit
einem ersten, ganz elementaren Teil, der sog, Aussagenlogik,
und schreitet fort mit der sog. Prédikatenlogik, die sich auf
erstere grimndet. So lesen wir bei v, Kutschera (2), S. 17:
"Die einfachste logische Theorie ist die Aussagenlogik,"
Andererseits heiBt es in demselben Buche auf S. 9: "In der
philosophischen Tradition umfaBt die formale Logik eine Lehre
vom Begriff, eine Lehre vom Urteil und eine Lehre vom SchluB.
Die Entwicklung einer Lehre vom SchlieBen setzt aber eine
Analyse der Urteile schon voraus, denn ein SchluB ist ein
SchluB von gewissen Urteilen auf ein anderes Urteil. Und da
die Urteile mit Begriffen gebildet werden, muB einer Analyse
der Urteile eine Analyse der Begriffe vorausgehen." Hier ist
nun die Reihenfolge gerade umgekehrt: Zunichst wird der Be-
griff, dann das Urteil behandelt. Demnach miiBte im Sinne der
traditionellen Auffassung, die sich von Aristoteles iiber die
Scholastik, Leibnig 1) u. a. bis hin zu v. Freytag-Loringhoff
verfolgen 188t, die Theorie der Begriffe als elementarer und

grundlegender der Theorie der Urteile vorangehen.

Eine solche Logik, die in ihrem Aufbau vom Begriff zum Urteil

fortschreitet, wollen wir Begriffslogik nennen. Als unanaly-
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sierte Grundelemente, kleinste Einheiten, betrachtet sie die
Begriffe und handelt demmach zundchst von deren Beziehungen
und Verkniipfungen. Im Gegensatz dazu heiBe eine Logik, die wie
die heute das Feld beherrschende Aussagen- und Pridikatenlogik
nach Freges Vorgang beim Urteil ausetzt, Urteilslogik. Unana-
lysiertes Grundelement ist hier das Urteil. Eine solche Logik
handelt von Beziehungen und Verkniipfungen von Urteilen und
schreitet von dort zur Behandlung von Begriffen fort.
"Urteil" mbge hier in einem weiten Sinne gefaBt werden und
alles begeichnen, was behauptet oder bestritten werden kann.
Darauf allein kommt es fiir die TLogik an. In diesem Sinne waren
also auch beliebige Annahmen, insbesondere mathematische
Axiome, Urteile.
Bin Urteil im engeren und philosophisch iiblichen Sinne dagegen
setzt einen beurteilten ontologischen oder logischen Sachver-
halt, (Ansich-)Bestand, voraus. Axiome einer rein mathemati-
schen Theorie wiren in diesem zwelten Sinnhe keine Urteile, da
sie sich nicht auf einen vorgegebenen Sachverhalt beziehen,
sondern einen solchen kraft ihrer Setzung gewissermaBen erst
erzeugen, Urteile im engeren Sinne konnen wahr oder unwahr
sein, rein mathematische Axiome nicht. Urteilslogik braucht
jedoch nicht von "wahr" oder "unwahr" im vollen Sinne dieser )
Wérter, sondern sozusagen nur von "ja" und "nein" zu handeln .
Wenn man bedenkt, daB der SchluB als Gegenstand der Logik
sundchst in Urteile zerlegt werden kann, die dann weiter u. a.
in Begriffe zerfallen, SO wird man ganz gwangsliufig auf die

. w - )
peiden eben erwdhnten Logikansdtze gefihrt .

Die Namen "Urteilslogik", "Begriffslogik" sind nicht dahin
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miBzuverstehen, als konne die eine nur Urteile, die andere nur
Begriffe behandeln. Vielmehr treten in der Begriffslogik auch
Urteile auf, und zwar, ihres Behauptungscharakters beraubt,
als spezielle Begriffe. Entsprechend kann die Urteilslogik
auch Begriffsverh&dltnisse darstellen, indem sie Begriffe als
besondere zweiwertige Funktionen auftreten 14B8t. Beide Ansitze
wollen also in ihrer Weise jeweils die "ganze" Logik erfassen.
Die Urteilslogik stiitzt sich jedoch auf den fiir Urteile typi-
schen Behauptungscharakter, im Falle der sog. klassischen Ur~
teilslogik also auf die Tatsache, daB Urteile genau zwei Werte

annehmen kodnnen. Frege griindete wohl als Erster die Logik kon- .

sequent eben darauf 4).

Einem griindlichen Vergleich von Begriffs- und Urteilslogik und
damit einer befriedigenden Antwort auf die Frage nach dem ge-
nauen Verh8linis dieser beiden Logikansdtze stand bisher die
Ansicht entgegen, Begriffslogik sei fiir die Anwendung, spe-
ziell in der Mathematik, unzureichend, da sie nicht wesentlich
iiber die aristotelische Syllogistik hinausgehe. Tatsichlich
bildet diese aber nur einen kleinen, wenn auch nicht unwich-
tigen Teil des begriffslogischen Gesamtsystems, da sie ledig~
lich etwas iiber den Umgang mit Begriffsbeziehungen lehrt, das
Feld der Begriffsyerkniipfungen aber nicht bearbeitet.

Der groBte Teil der vorliegenden Arbeit widmet sich der Unter-
suchung des Verh#dltnisses von in gewisser Weise voll ent-
wickelter Begriffslogik und Urteilslogik. Im AnschluB an

v. Freytag-Loringhoffs Weiterentwicklung der aristotelischen
Logik wird im folgenden gezeigt werden, wie man, ausgehend

von der sog. Reinen Begriffslogik, durch Hinzunahme von ein-

fachen, plausiblen Operationsregeln die Begriffe zu Urteilen
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und so die Begriffslogik zur Urteilslogik spezialisieren kann,
so daB eine Kquivalenz mit der Aussagen- und Pradikatenlogik
erreicht wird.

Auf shnliche Weise 148t sich die Reine Begriffslogik auch in
verschiedene andere Richtungen spezialisieren. So filihren zB.
gewisse Voraussetzungen, die man iber Individuen macht, zur
sog. Angewandten Begriffslogik, die in enger Beziehung zur

Mengenlehre steht.

iberall dort, wo man gern méglichst voraussetzungsarm arbeitet,
wie etwa in der Philosophie oder der mathematischen Grundlagen-
forschung, wird man begriffslogischer Betrachtungsweise ihrer
gréBeren Allgemeinheit wegen zundchst den Vorzug geben. Dabei
geht nichts verloren, da man je nach Bedarf stidrkere Hilfs-
mittel, zB, urteilslogische, heranziehen kann. Andererseits

ist dadurch die Moglichkelt gewonnen, in Argumentationen genau
diejenigen Stellen zu bezeichnen, an denen speziellere SchluB-
weisen verwendet werden. Auf diese Weise gelingt es, manches
an bekannten Problemen klarer zu machen, SO insbesondere im
zusammenhang mit den Antinomien und der Tertium-non-datur-
Kritik der Intuitionisten. Andeutungen dariiber finden sich

im Kapitel VI.

Wir setzen voraus, daB unsere Logiksysteme durch Kalkiile re-
prasentiert werden, und streben an, nach Moglichkeit alle
unsere Behauptungen durch Kalkiilableitungen, also rein mecha-
nische, endliche Manipulationen mit Zeichen, zu begriinden.
Hierbei wird es oft darum gehen, Kalkiile ineinander zu iiber-

setzen und sie beziiglich ihrer logischen Stdrke zu vergleichen.
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Aus didaktischen Griinden geben wir in Kapitel III zwei &Hqui=-
valente, jedoch syntaktisch sehr verschiedene Kalkiile fiir die
Begriffslogik an, einen mehrdimensionalen nach v. Freytag-
Loringhoff und einen linearen nach Schréder. Zur Darstellung
der Urteilslogik in Kapitel IV verwenden wir einen auf
Lukasiewicz zuriickgehenden Kalkil. In Kapitel V werden dann

auf dieser Grundlage die Begziehungen von Begriffs- und Urteils-
logik behandelt. Zu den Kalkiilen wiare jeweils viel mehr zu
sagen, sie werden jedoch meist nur so weit dargestellt, wie es

fiir die Behandlung unserer Probleme ndtig erscheint.

Da ein zirkelfreier Aufbau der Logik weder Logik selbst, noch
irgendeine andere Theorie voraussetzen darf, wollen wir ins-
besondere von typisch mathematischen Lehrsétzen moglichst
keinen Gebrauch machen. Andernfalls konnte die Logik die ihr
zugedachten Grundlegungsaufgaben nicht erfiillen. Sie wiirde

sich dann auf in noch htherem MaBe Begriindungsbediirftiges
stiitzen. Das hindert jedoch nicht, aus Grinden einfacherer
Ausdrucksweise gelegentlich mathematische Begriffe zu verwenden,
zumal den von uns behandelten Kalkiilen bekannte Strukturen der
Verbandstheorie, insbesondere der Theorie der Booleschen Ver-

biande, entsprechen.
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II. Technische Vorbemerkungen

Wir setzen Vertrautheit mit den iiblichen aussagen- und pré-
dikatenlogischen Formalismen sowie elementare Kenntnisse aus
der Verbands- und Graphentheorie voraus, wollen hier jedoch
einige wichtige Punkte rekapitulieren.

7u einer formalen Sprache gehOren

1. ein Vorrat von Buchstaben, das sog. Alphabet,

2. ein Vorrat von Grundzeichen (und eventuell Hilfszeichen),

3, eine Formeldefinition, die festlegt, welche Zeichen-
kombinationen als Formeln anzusehen sind.

Formeln konnen ein- und mehrdimensionale Gestalt haben.
Bin Kalkiil (Formalismus) besteht aus
1. einer formalen Sprache, bei der gewisse Formeln als
Grundformeln ausgezeichnet sind;
2. Grundregeln, die es gestatten, aus vorgegebenen Formeln
neue zu gewinnen (abzuleiten).
Bei linearen Kalkiilen notieren wir Grundregeln so:

A B

12 0t Ay (K)  baw. Ay, «ev s Ay ¥
B (K)

7u lesen: Aus den Formeln A1, cee 9 An ist die Formel B

(im Kalkiil K) ableitbar.

Unter einer Ableitung (Herleitung, Beweis) in einem Kalkiil K

verstehen wir eine endliche Folge von Formeln G1, a5 Gm,

bei der Jjedes Gi

1. Grund- oder ableitbare Formel oder

5. Annahmeformel (Hypothese) oder
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3. aus Formeln G, mit k < i durch Anwendung von Grund- oder
ableitbaren Regeln gewonnen ist.

G, heiBt Endformel der Herleitung.

Eine Formel B heiBt im Kalkiil XK ableitbar (herleitbar, beweis-
bar), wenn sie Endformel einer Herleitung ist, die keine Hypo-

thesen enthdlt. In Zeichen: (r B bei linearen Kalkiilen,
K)

Eine Regel mit den Primissen A1, e An und der Konklusion
B heiBt im Kalkiil K ableitbar (herleitbar, beweisbar), wenn

B Endformel einer Herleitung ist, die genau die Formeln

A1, ves An als Hypothesen enth#dlt. Wir sagen auch, B sei

aus A1, sew B An hypothetisch ableitbar.

In Zeichen: Ayy ooy An + B bei linearen Kalkiilen.

Grundformeln und -Regeln bezeichnen wir auch als Axiome oder
Postulate. Ableitbare Formeln und Regeln, die keine Axiome

sind, heiBen Theoreme oder Sitze.

Ein Kalkiil K, heiBt spezieller (stdrker) als ein Kalkiil K,
bzw. K2 heiBt allgemeiner (schwidcher) als K1 (in Zeichen:
K, &£ K, oder K, —< K2), wenn gilt:

Zu jeder in K2 ableitbaren Formel A gibt es eine Ubersetzung

A', die in K1 ableitbar ist.

Das ist insbesondere dann der Fall, wenn jede Grundformel und
Jede Grundregel von K2 eine in K1 ableitbare Ubersetzung be-

sitzt. Dabei miissen verschiedene Formeln mit derselben Uber-

setzung auseinander ableitbar sein, ebenso verschiedene tber-
setzungen derselben Formel.

DaB Jjede in K2 bildbare Formel eine K1-Forme1 als Ubersetzung
besitzt, ist nicht vorausgesetzt (vgl., S. 34).

ilt K1 L KZ’ so heiBen K1 und K2 dquivalent, falls auch noch
Kz L K1 gilt. Gibt es dagegen eine in K1 ableitbare Formel,

die keine in K2 ableitbare Ubersetzung besitzt, so heiBt K
ccht spezieller als K, bzw, K, echt allgemeiner als K

1

1°



I11. Begriffslogik

§ 1 {bersicht
Abb. 1 Der Aufbau eines Schlusses aus Urteilen

und Begriffen
Das Gesamisystem der Logik kann grundsitzlich auf zwei Weisen

angesetzt werden, einmal als Theorie der Begriffe (Begriffs-

Jogik), zum anderen als Theorie der Urteile (Urteilslogik). sind | skerhLich

Wir geben hier zunichst zwei begriffslogische Formalismen an,
einen mehrdimensionalen BFF und einen linearen BGS, und be~

weisen deren Aguivalenz sowie die Tatsache, daB beide eine

Boolesche Algebra beschreiben.

) ) . Also: [SokrateEJ ist [sterblichl
AnschlieBend werden einige fiir spétere Uberlegungen - insbe-
sondere den Vergleich mit der Urteilslogik - wichtige Spezia- T
lisierungen dieser Kalkiile betrachtet. .
Urteil Begriff
Bemerkung: "Mensch", "sterblich(es)" sind Allgemeinb if
§ 2 Allgemeine Betrachtung iiber verschiedene 2 (es) nbegrliiey,

"Sokrates” ist Individualbegriff,
Logikansitze Es konnen auch Relationsbegriffe auftreten wie
"Vater von%, "groBer als" etc.

Im Sinne eines intuitiven Vorverst&ndnisses kann man Logik an-
sehen als die Lehre von den allgemeinen Formen der Argumen-—

tation oder kurz als Iehre vom SchliefBen. Abb. 2 L o g i k = Lehre vom
SchlieBen

Schliisse als Gegenstinde der Logik bauen sich aus einzelnen

Urteilen auf, und diese wiederum bestehen u. a. aus Begriffen.

Was das bedeutet, zeigt Abbildung 1. Urtedils - Logik Begriffs - Logik
i ist graphisch angedeutet, wie sich der SchluB "Alle Men-
filex 1ot exar ¢ ’ handelt von Urteilen, handelt von Begriffen,
schen sind sterblich., Sokrates ist ein Mensch. Also ist sowie deren sowie deren
Sokrates sterblich." zundchst in Urteile und dann weiter in Beziehungen und Beziehungen und
Verkniipfungen Verkniipfungen

(Operationen) (Operationen)
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die darin enthaltenen Begriffe zerlegen 188t.

Hinsichtlich dieser Zerlegung von Schliissen in Urteile und
weiter in Begriffe gibt es genau zwei Logiktypen: Urteilslogik
und Begriffslogik’

Ahnlich wie zB. die Arithmetik von Zahlen und deren Beziehun-—
gen sowie Verkniipfungen handelt, hat es Urteilslogik mit Be-
ziehungen und Verkniipfungen von Urteilen, Begriffslogik mit
Beziehungen und Verkniipfungen von Begriffen zu tun. Einmal
pilden Urteile das Ausgangsmaterial, das andere Mal Begriffe.
Etwas lasch ausgedriickt: Logik kann als Begriffs- oder als
Urteils-"Rechnung" aufgezogen werden (vgl. Abb. 2 )

Die Namen Urteilslogik, Begriffslogik sind nicht dahin miBzu-
verstehen, als konne die eine nur Urteile, die andere nur Be-

griffe behandeln: Also zwel abgegrenzte Teilgebiete der einen

Logik.

Vielmehr treten in der Begriffslogik auch Urteile auf, und
zwar als spezielle Begriffe, sog. Beziehungsbegriffe, Analog
kennt die Urteilslogik auch Begriffe, ndmlich in Gestalt der
sog. Satzfunktionen (vgl. § 5.1 und Kap. v, § 3.2).

Die Urteilslogik stiitzt sich jedoch auf den typischen Wahr-
heitsanspruch oder allgemeiner: Behauptungscharakter der Ur-
teile, also die Tatsache, daB diese genau zwei Werte annehmen
konnen., Diese Eigenschaft der Upteile zur Grundlage der ge-

samten Logik zu machen, war wohl Freges Idee.

£s dringt sich nun die allgemeine Frage auf, in welcher ge-
nauen Beziehung voll entwickelte Begriffslogik und Urteils-
logik stehen.

Was haben sie — wenn iiberhaupt - gemeinsam?

Worin unterscheiden sie sich?
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Die folgenden Untersuchungen bis einschlieBlich zum Kapitel V

dienen hauptsichlich dem Zweck, das Verhdltnis von Begriffs-

und Urteilslogik im einzelnen zu kliren.

Auf den ersten Blick sind Urteil und Begriff derart verschie-
den, daB ein Vergleich fruchtlog erscheint.

Wenn man jedoch beide Logikansidtze in formalisierter Gestalt
einander gegeniiberstellt, dann lassen Gemeinsamkeiten und Un-
terschiede sich genau angeben.

Flir die im folgenden zu behandelnde Begriffslogik werden wir
zwel duBerlich recht verschiedene Formalismen zur Verfiigung
stellen: Einen mehrdimensionalen und einen linearen.

Ersterer verbindet grofBe Anschaulichkeit bei einfachen Zusam-
menhéngen mit einer gewissen Zwangsliufigkeit der Beweisfilh-
rung, wdhrend letziterer diese Vorzlige nicht besitzt, sich je-
doch in komplizierteren Fdllen als handlicher erweist. Nach
dem Beweis der Aquivalenz beider Kalkiile werden wir je nach

Erfordernis den Jjeweils geeigneteren als Darstellungsmittel

verwenden.

Wichtigstes Ergebnis dieses Kapitels wird sein:
Mit Begriffen kann man nach bestimmten Gesetzen "rechnen". Sie

bilden einen sog. Booleschen Verband bzw. eine Boolesche Alge-

bra. Spater werden wir sehen, daB darin Begriffs- und Urteils-

logik iibereinstimmen. Die Gemeinsamkeiten gehen sogar noch

etwas weiter., Die Differenz besteht in gewissen "Rechenregeln"
’

denen zwar Urteile, nicht aber Begriffe unterliegen.
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§ 3.1 Begriffslogik in mehrdimensionaler Darstellung -

Der Kalkiil BFF

Unser erster Formalismus geht auf v. Freytag-Loringhoff zurick.

Wir wollen ihn daher kurz BFF nennen (an. Eegriffslogik -

v. Ereytagsche Form - V. Freytagsche Axiomatisierung).

Wir zidhlen zunichst die Zeichen des Kalkiils auf und erkléren,
wie man aus ihnen Formeln bildet, geben dann die begriffslo-
gische Bedeutung der Zeichen an und stellen schlieBlich die
Grundformeln und Grundregeln des Kalkiils zusammen.

Wir begniigen uns hier mit einer knappen Skizze und verweisen

s55% " 6)
fiir weitere Einzelheiten auf die einschligige Literatur.

BFF Begriffslogik - V. Freytagsche Form

v. Freytagsche Axiome

D i iabl die
Alphabet: a, Dy C oo Begriffsvariablen,

A, B, C ... beliebig indiziert oder
mit Exponenten versehen

werden diirfen.
M, W Begriffskonstanten
] —————————

Das Alphabet darf durch beliebige Zeichen erweitert werder.
Grundzeichens: _ >t < Beziehungszeichen
:
—>r &

-\/ /\ - Verkniipfungsze ichen

(Operationszeichen)

-5 -
Formeln sind

1. eventuell mit Indizes oder Exponenten versehene Buchstaben

des Alphabets, die auch beliebig oft iiberstrichen sein

diirfen,

N

Figuren, deren Kanten aus Beziehungszeichen, mit einem

Querstrich versehenen Beziehungszeichen oder aus Verkniip-

ko)

fungszeichen gebildet sind, sog. Graphen.

Als Ecken treten auf:
Formeln gemdB 1.;

Punkte (®) von Verkniipfungszeichen, die beliebig oft iiber-

strichen sein diirfen;

umrandete Formeln der Gestalt xBy, wobei B ein eventuell
quergestrichenes Beziehungszeichen ist, und beliebig oft
iUberstrichene Formeln dieser Art (Umrandung entspricht etwa

den Klammern bei anderen Kalkiilen).
Beispiele fiir Formeln: a, biys i, B, ol

a —<b;, a =<3, a b, e—y—a,

1
c a —[b—al

Diese Formeldefinition ist fiir den Kalkiil BFF selbst ein wenig
zu weit, da einige Formelarten in BFF-Herleitungen gar nicht

auftreten. Sie wurde jedoch mit Riicksicht auf spatere Spezi-

alisierungen des Kalkiils so umfassend gewidhlt,

Die Zeichen des Kalkiils BFF konnen folgendermaBen begriffs—

logisch gedeutet werden:

a ~—— b Art-Gattungsverhdltnis von a und b;



a =< Db

a > Db

a &> b
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a ist die (speziellere) Art, b die (allgemei-
nere) Gattung. Auch zu lesen als: "a liegt
unter d" bzw, "b liegt iber a" oder:

"Alle a sind b".

(Totale) Identitdt von a und b: a ist Art von

b und b ist Art von a.

a ist Art von b, b ist jedoch nicht Art von a.

Beispiel: Hund << Lebewesen

Diversitat, Unvertrégiichkeit von a und Db.
Auch zu lesen als: "Kein a ist b", "Alle a

sind nicht b".

Total-Diversitat von a und b: a und b sind

divers und bilden eine vollstindige Alter-

native.

Diversitdt, jedoch keine vollstandige Alter-
native zwischen a und b.

Beispiel: Hund <> Katze

Der Punkt () bezeichnet das Spezifikat von

a und b, den Begriff "a und b", bzw. das

Spezifikat aller Begriffe aj.

Der Punkt bezeichnet das Generalisat von

a und b, den Begriff "a oder b", bzw. das

Generalisat aller Begriffe aj.

Nicht-a, das Negat von a.

Der Begriff "Meinbar(es)", die oberste

Gattung.

= A5 s

Diese Bezeichnung deutet an, daB "Begriff"
im Sinne der Logik alles Meinbare, also

schlechthin alles ist.

Der widerspruchsvolle Begriff.

Innerhalb des Kalkiils sind die Zeichen nur durch die folgen-

den Grundformeln und Grundregeln definiert. Es konnten ihnen

daher beliebige mit diesen Axiomen vertrdgliche Deutungen un-

terlegt werden.

Grundformeln

T a ——a
1.2 a €2 3
1,3 a —— M

.

\a’k

Grundregeln

14 a._/_:ti__é’
1.5 /‘b<——>c
a 4-—’/’
8) -
1.61 a <& 3 1.62 a €233
\ //’ *\ f
b \b
1.7 aiTSd  axmmb  epmd
1.8 b c '
At 1.8 8y
\l/ N
4 '
. '
a b
1.9 c 1.9¢ B
Y Y
) !
a b
ai"7‘—‘
1.10 b a 4= b
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Bei den Regeln 1.8', 1.9' muB eine Indexbedingung erfiillt

9)
sein: Der Index i darf in der Formel b nicht frei vorkommen.,

Die Variablen und Indizes (vgl. S. 12) werden nach den folgen-

den Regeln behandelt:

Sp) Spezialisierungsregel fiir Variablen:

Variablen diirfen durch beliebige Formeln ersetzt werden.

In diesem Sinne sind die Formeln bzw. Regeln 1.1 bis 1.11 als
Formel- bzw. Regel-Schemata anzusehen.
Enth#lt die in ein solches Schema einzusetzende Formel ein

Beziehungszeichen, so ist sie zu umranden (vgl. S. 13).

Sp') Spezialisierungsregel filir Indizes:
Indizes diirfen durch andere ersetzt werden.
Dabei miissen jedoch freie Indizes frei bleiben, und bei

gebundenen darf sich die Bindung nicht &ndern.

Die Zeichen diirfen beliebig in die Ebene gelegt und nach Be-
darf verzerrt werden, wenn sie nur kenntlich bleiben.

Die Notierung der Grundregeln ist so zu verstehen:

Sind die Pramissen (durchgezogen ——) gegeben, so darf die

Konklusion (durchbrochen ---) hinzu gezeichnet werden.

Es mdgen folgende Konventionen gelten:

Fiir die Regelanwendung sind die Verkniipfungszeichen als aus
Art-Gattungs-Zeichen zusammengesetzt aufzufassen.

Die Anwendung der Regeln Sp), Sp') und 1.7 wird i. a. nicht
ausdriicklich erwdhnt. Wir lesen das Zeichen »>— als Abkiir-

zung flUr ,—.

- YT =

Bei Anwendung der Regeln diirfen die Pramissen auch speziellere

Zeichen enthalten, zB.: b «2s §

/”_’
a%*-"

Eigene Axiome fiir die Zeichen «— und «¥» sind im Augen-

blick nicht notig. Diese Zeichen lassen sich spdter auf geeig-
10)

nete Weise definieren,
Die Axiome 1.1 bis 1.11, die weltgehend denen der traditio-
nellen Logik entsprechen, sind nicht unabhédngig; zB. lassen

sich 1.1, 1.4 aus den iibrigen ableiten.

Bs folgen einige Bemerkungen zu den Axiomen sowie deren um-

gangssprachliche Ubersetzung.

T "Alle a sind a" oder "a ist a". Dies entspricht dem

traditionellen Satz der Identitit.

1.2 entspricht dem traditionellen Satz vom Widerspruch

und lautet: "Kein a ist Nicht-a". Oder anders ge—

wandt: Zu jedem Begriff gibt es einen (total)diversen,

sein Negat.

1.8 kennzeichnet den Begriff "Meinbar(es)" als die ober-

ste Gattung: "Alles ist meinbar",

1.4 lautet: "Wenn a Art von b, b Art von ¢ ist, dann ist
a Art von c" oder "Wenn alle a b sind und alle b ¢
sind, dann sind alle a c". Das ist das Dictum de omni

bzw. der Modus Barbara der Alten,

1.5 entspricht dem Dictum de nullo bzw. dem Modus Cela-
rent: "Was von der Gattung (b) ausgeschlossen ist,

némlich ¢, ist auch von der Art (a) ausgeschlossen"



1.6,
1.62

1.7

1.8,
1.8

1.9,
1.9

1.10
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oder "Wenn alle a b sind und kein b ¢ ist, so ist

kein a c".

definieren die Totaldiversitdt zwischen a und seinem
Negat a, und hierbei insbesondere die Vollsténdig-
keit der Disjunktion: "Wenn kein b a ist, so sind
alle b Nicht-a" und "Wenn kein b Nicht-a ist, so sind

alle b a". Dies entspricht dem Satz vom Ausgeschlos-

senen Dritten in gewisser Weise,

definiert die (Total-)Tdentitit als Art-Gattuds-

Verhdltnis in beiden Richtungen.

definieren das Spezifikat als oberstie gemeinsame Arg
zweier oder beliebig vieler Begriffe: "Wenn a Art
von b und a Art von ¢ ist, so ist a Art von

(b und c)" bzw. "Wenn b Art von allen Begriffen a,

ist, so ist b auch Art von deren Spezifikat".

definieren das Generalisat als niedrigste gemeinsame
Gattung zweier oder beliebig vieler Begriffe: "Wenn
a Art von ¢ und b Art von ¢ ist, dann ist (a oder D)

Art von c" bzw. "Wenn jeder Begriff a, Art von b ist,

1

so ist auch das Generalisat dieser Begriffe ay Art

wnbhm

setzt die Diversitiat mit dem widerspruchsvollen Be-
griff in Beziehung: "Ist ein Begriff Art zweier di-
verser, so ist er widerspruchsvoll; ist das Spezifi-
kat zweier Begriffe widerspruchsvoll, so sind diese

divergh.

besagt, daB zwei Spezifikate oder Generalisate, die

sich nur im Index unterscheiden, totalidentisch sind.

- 19 -

Um uns mit dem Kalkiil BFF ein wenig vertraut zu machen, be-

welsen wir jetzt einige ableitbare Regeln, die spdter bent-

tigt werden.

1) /Lb "Wenn das Spezifikat von a und Nicht-b
// 2 widerspruchsvoll ist, dann liegt a
a/ b unter b."
N,
Beweig: /*b Zum Beweis zeichnen wir das Spezifikat
Qv'/ : von a und b hin sowie dessen totale
/," z. Identitdt mit dem widerspruchsvollen
a €« — —3——>T)' Begriff W, die Primisse oder Annahme,
(1.). Gem#B Grundformel 1.2 gehdrt zu
\\YQ¥ b der positive Begriff b; beide sind
w durch Totaldiversitdt verbunden (2.).

Die Diversitdt (3.) ergibt sich nach
Regel 1.10 und mit Regel 1.62 ist

dann die gewlinschte Konklusion a --—<b (4.) hergeleitet.’”

Regel 1) gibt eine Bedingung dafiir an, daB a unter b liegt:
Ein bestimmtes Spezifikat muB widerspriichlich sein. Die
ndchste Regel sagt, wann dieser Fall eintreten kann:

2)  Wor-—agT=h "Ist ein Begriff a Art von b und zu

b divers, so ist a widerspruchsvoll."

Beim Beweis notieren wir jetzt nur noch die Nummern der ver-

wendeten Grundformeln und Grundregeln.
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= 2% =
Boweis: be—2 2T 1. Annahme 1 am ( b) =
; oA . a u = a Absorptionsgesetze
2.
x %, 2. Annahme au(amd) =a
d
a 3., mnach 1.2 5 - .
'y . am =bma Kommutativgesetze
\\5 4. nach 1.61 ¢
% aub=bua
W 5. nach 1.10; qged.
54 am(brmec) =(amb)mec Assogiativeesetze

. 55 5 . = .. aud (buc B
Wir werden spiter moch eine ganze Reihe von weiteren Sadtzen ( ) (aub)uec

aufzustellen haben. Deren Beweise, die i. a. nicht an Ort

Ein Verband heiBt di i i i
und Stelle gefithrt werden, um den Gang der Argumentation SR, WRA SR, Ghe

4. am(buc)

nicht zu sehr aufzuhalten, finden sich im Anhang. (amb) u(amnc) Distributivgesetze

aw(bnme)

Bei wichtigen Sitzen ist der Beweis selbst oder wenigstens (aub)mn(awuc) gelten.

seine Fundstelle in der Literatur angegeben.

Besitzt ein distributiver Verband zwei Elemente n, e

mit den Eigenschaften:

§ 3.2 Der Kalkiil BFF beschreibt eine 5. aMn=n 5 S e &

Boolesche Algebra awun=a abme = e

und zu jedem Element a ein sog. Inverses a' mit den
Es ist nun an der Zeit, unser nichstes Ziel ins Auge zu fas-

Eigenschaften:
sen, bevor wir mit der Ableitung weiterer Regeln fortfahren,
) ) ) . 6. ama'=n awa' =e
Wir wollen ja nachweisen, daB die Begriffe einen sog. Boole-
schen Verband bilden. Dazu miissen wir zeigen, daB sich die 50, spricht man von einem Booleschen Verband oder einer

Booleschen Algebra.

fiir Boolesche Verbinde charakteristischen Gleichungen in un-

serem Kalkiil ableiten lassen.

Was aber ist ein Boolescher Verband ? Zum Nachweis, daB diese Gleichungen in unserem Kalkil BFF

ableitbar sind, verwenden wir folgende Ubersetzung:

Bin Bereich von Objekten, fiir den gzwel Verkniipfungen ™ und 2llgemein a=> amfb B .

: = a u a n
u erklirt sind, heiBt Verband, weunn folgende drei Gesetze
gelten: BEF 2 b 5 b aIJ(“\\b o
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Die Absorptionsgesetze (S. 21, 1.) ergeben sich nun ohne

weiteres aus der folgenden Regel (Beweis S. 97 ff):

3) < "Stehen zwei Begriffe im Art-

/\\\\'
aQ ———xb

Gattungsverhdltnis, so ergibt de-
AN ren Spezifikat die Art, deren

~
Generalisat die Gattung."

4) ¢ Absorptionsgesetze

(Wir notieren ableitbare Formeln

durch Strichelung, wie Konklusio-

-2 nen von Regeln.)
7.
a b
5) —— Kommutativgesetze
a b a
-
6) N Assoziativgesetze

= 2% —

Letztere Gesetze besagen, daB es bei der Spezifikation oder
Generalisation zweier Begriffe nicht auf die Reihenfolge an-
kommt und bei drei Begriffen nicht auf die Art der Zusammen-

fassung von je zweien.

Mit dem Beweis der Gestze 4) bis 6) wdren die allgemeinen
Verbandseigenschaften erledigt. Der Nachweis der Distributi-

vitdt erfordert noch weitere Hilfssitze:

7) "Ist ein Begriff zu zwei anderen

a "":\*\"b
u\\‘:‘//ﬁ divers, so auch zu deren Genera-
é lisat.”

8) P

"Wenn alle ¢ (a oder b) sind und

a b
\\‘I Ve kein ¢ a ist, so sind alle ¢ b."
7
a?
9) a b "Wenn c¢ Art von a, aber divers

\::?i’/j, zu (a und b) ist, dann ist ¢
/
¥

divers zu b."

Wir sind nun geniigend geriistet, um die Distributivgesetze be-
welsen zu konnen, von denen wir hier jedoch nur die erste
Gleichung behandeln.

Die behauptete Totalidenitidt zerfdllt gemiB Regel 1.7 in zwei
Art-Gattungsbeziehungen, deren erste sich leicht beweisen

148+%, wdhrend der Beweis der zweiten die Einfithrung eines
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zusitzlichen Spezifikates und die Anwendung von Regel 1) ver- Le 12
2. 1.5
langt.
3. 1.5
Distributivgesetze 4. 1.5
10) A g g
S 1.4
A 6. 9)
> -
7. 9)
b_\ _JGA\./‘C 8. 7)
s 1.4
10. 2)
1. 1)
Bewels:
1. 1.4 Jetzt wissen wir, daB die Begriffe - dargestellt durch den
2, 1.4 Kalkll BFF - einen distributiven Verband bilden.
3, 1.9 s fehlt nur noch der Nachweis der typisch booleschen Eigen-
4. 1.9 schaften von M, W und der Negation. Hierzu brauchen wir den
5. 1.8 folgenden Hilfssatz:
M) W--=<a "Jeder Begriff a liegt iber

W; dh. W ist die unterste Art."

Damit lassen sich die folgenden Formeln ohne weiteres her-

Ll&itens

12) "Spezifizieren mit M &ndert

”~
-
73/‘J\*\\ nichts, generalisieren mit M

Damit ist die eine Richtung (——) der Totalidentitdt (—) M
\/’ ergibt M."
bewiesen. Der Beweis der anderen verlduft so: %



13%) "Spezifizieren mit W ergibt W,
Generalisieren mit W &dndert

pichts. "

//K‘\*Q;r
W a
\‘/
"Spezifizieren eines Begriffes
14) =M™ ¢
//KA\\\ — mit seinem Negat ergibt W,
a a _ '
*\\\(///* Generalisieren ergibt M.'
)-\\\( w
Mit dem Beweis der Gesetze 12) bis 14) ist der Nachweis der

booleschen Verbandseigenschaften fiir Begriffe abgeschlossen.

Zum Zwecke spiterer Verwendung notieren wir noch:

o'

o
o
@1
o

a a p
\\ // \\ /
(I N ¢ N /

a a

v
A
v
A
v

7

i

o
ol
o
o'l

Diese Regeln - bekannt unter dem Namen Kontraposition - gelten

auch, wenn man a und a oder b und D vertauscht.

151) M- W "M und W stehen im Negatver-—

W-—=M h#ltnis."
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Wir fassen zusammen.

Der begriffslogische Kalkiil BFF erlaubt die Ableitung der fiir
einen Booleschen Verband bzw, eine Boolesche Algebra charakte-
ristischen Gesetze.

Kurz: Die Begriffe bilden bzgl. der Operationen Spezifikation,
Generalication und Negation einen Booleschen Verband, Dieser
Verband ict sogar vollsténdig, denn es gibt nicht nur zu Je
zwel Begriffen a und b, sondern zu beliebig vielen Begriffen
ay Jeweils ein Spezifikat und ein Generalisat. Wir sprechen
stattdessen auch von einer Booleschen Algebra mit verallge-

meinerten Operationen.

Aus beweistechnischen Griinden, und um uns den heute gebrduch-
lichen Kalkiilen etwas mehr anzupassen, stellen wir im folgen-
den einen zu BFF &quivalenten linearen Kalkiil BGS auf. Dessen
Formeln sind nicht mehrdimensionale Figuren, sondern eindi-

mensionale, wie man das von den iiblichen Formalismen gewdhnt

istis
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§ 4. 1 Begriffslogik in linearer Darstellung -
Der Kalkiil BGS

Unser neuer Kalkiil geht auf Schrdder zuriick, wurde aber fir

unsere Zwecke etwas umgearbeitet. Br heiBe BGS (dh. Begriffs-
logik - Gentzensche Form - Schrddersche Axiomatisierung)j”
Die folgende Ubersicht zeigt seine Grundzeichen, deren Bedeu-

tung sich unmittelbar aus der Ubersetzung in die Zeichen des

Kalkiils BFF ergibt (vegl. § 4.2).

B G S Begriffslogik - Gentzensche Form

Schrodersche Axiome

Alphabet: Qg Dy © msw Begriffsvariablen, die
Ay By © woe beliebig indiziert oder
mit Exponenten versehen
werden diirfen.
0, 1 Begriffskonstanten

Das Alphabet darf durch beliebige Zeichen erweitert werden.

Grundzeichen: = = Beziehungszeichen
. + = Verkniipfungszeichen
m z

Formeln

1. Buchstaben des Alphabets, die auch mit Indizes oder Expo-

nenten versehen sein dlirfen, sind Formeln.
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. Sind A und B Formeln, so auch A £ 3B, A =B,

A.B bzw. AB, A+B, &,
Ta, A,
i i

bie Zeichen "binden" in der Reihenfolge: MW, &, ., +, &, =.
lotfalls wird durch Klammern Eindeutigkeit der Formeln her-

estellt.

“tatt & & b, a = b schreiben wir auch a % by a £ b

lleispiele filir Formeln: ay by A, B

Was an der entsprechenden Stelle iiber die Formeln des Kalkiils
BFF gesagt wurde, gilt auch hier: Fiir den Kalkiil BGS selbst
ist die vorliegende Formeldefinition, ohne dadurch Schaden
ingurichten, etwas zu weit.

wie erweist sich jedoch als angemessen filir die spiter mit

ffilfe dieses Kalkiils darzustellende Urteilslogik.

ir die Zeichen des Kalkiils BGS haben sich u. a. folgende

Namen eingeblirgert:

£ Subsumtionszeichen

Gleichheits- bzw. Identitdtszeichen

=

(logisches) Produktzeichen

+ ¥ (logisches) Summenzeichen

- Negationszeichen
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Normalerweise sind die Grundformeln und Grurdregeln eines
Kalkiils auf dessen Grundzeichen zugeschnitten. So auch bei
BFF. Da unser neuer Kalkiil BGS zwar die in BFF zur Verfiligung
stehende Diversitit ausdriicken kann (s. u.), abter kein eige-
nes Zeichen dafiir besitzt, wire es unvorteilhaft, die Axiome
von BFF "wortlicu" zu ibernehmen. Das im folgenden angegebene
leicht abgewandelte Schrddersche Axiomensystem ist bei der

vorliegenden Symbolik geeigneter.

Grundformeln Grundrezeln
| ata 2.6 atb hte
a kg
2:2 ab & a, ab &£ D
LhH bhika a=">b a ="
2.3 a &t atb, b & a+b Bxl &
a=> athb a &t
2.4 a = ab+ab
2.8 atb ate
a = (a+b)(a+b)
a & be
245 0Lta, at
2.9 atec bEe
atbh £ ¢
") .
2.2t Ti[aléak 2.8' bt oay
pe T aj
2.3" &y = ?E a; i
L
2:9" a; = b
La; &b
i

= B =

Sp) Spezialisierungsregel fiir Variablen:
Variablen diirfen durch beliebige Formeln ersetzt werden.
Sp') Spezialisierungsregel fiir Indizes:

Irdizes dilirfen durch andere ersetzt werden.

Dabei miissen jedoch freie Indizes frei bleiben, und bei

gebundenen darf sich die Bindung nicht Hndern.

Ein Index 1 heiBt gebunden in einer Formel, wenn er im Wir-

kungsbereich eines TI

oder ¥ steht, andernfalls heiBt er
i i

frei.

Der Wirkungsbereich eines der genannten Zeichen erstreckt

sich in einer Formel von diesem Zeichen aus nach rechts bis
zu der Stelle, an der die der néchsfen linken Klammer zuge-
horige rechte Klammer stehen miiBte, wenn man keine klammer—
sparenden Konventionen getroffen hitte.

Indexbedingung fiir die Regeln 2.8' und 2.9':

Der Index i darf in der Formel b nicht frei vorkommen.

Bemerkungen zu den Axiomen:

Die Grundformeln 2.4 kidnnten durch folgende Regeln ersetzt

werden : athbd ath ab = 0 ab =0

ab=o0 ab = 0 athb athb

Jon den Grundformeln sind uns nur 2.2 bis 2.4 unbekannt, 2.2,
.3 sind in BFF schon durch die Gestalt des Spezifikations-
zw, Generalisationszeichens ausgedriickt. Diese Zeichen sind

ia aus Art-Gattungszeichen zusammengesetzt, die in den Punkt
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einmiinden.

2.4 definiert fir BGS die Negation. Die erste Formel besagt:
Jeder Begriff a ist darstellbar als Generalisat "derjenigen
a, diz b sind" mit "denjenigen a, die Nicht-b sind". Die

sweite Formel ist das sog. duale Gegerstiick dazu: Hier sind

. und + vertauscht.

2.5 enthilt gegeniiber BFF zusdtzlich die Festsetzung, daB O

unterste Art ist.

§ 4.2 Die Aquivalenz der Kalkiile BFF und BGS

Um je nach Bedarf unbesehen den einen oder den anderen For-
malismus benutzen zu kdnnen, miissen wir jetzt den Nachweis

fithren, da8 bteide genau dasselbe leisten, &dquivalent sind.

Die Aquivalenz zweier Kalkiile zeigt man, soweit es geht, am
einfachsten durch den Beweis, daB die Ubersetzungen der
Grundformeln und -Regeln jeweils des einen Kalkiils im anderen
ableitbar sind.

7um Aquivalenzbeweis von BFF und BGS werden wir also zunichst
eine Ubersetzung angeben und dann zeigen, daB alle Grund-
formeln und -Regeln von BGS in iibersetzter Form in BFF ab-
leitbar sind., AnschlieBend folgt die Umkehrung: Die Grund-
formeln und -Regeln von BFF werden - wieder in Ubersetzung -

in BGS abgeleitet.

= BF o=
Ubersetzung:
BFF a—<b ar»—b aesb™, B a ™ b &
A
BGS athb a="5n ab = 0 ab a+b a
BFF ——<a; ai——fé-o M W
BGS Ma, T a. 1
it it °

Da die Zeichen «——< und % in den Axiomen von BFF nicht
auftreten, braucht man fiir sie hier auch keine Ubersetzung.
Ebenso braucht £ nicht iibersetzt zu werden, da dieses
Zeichen in den Regeln 1.61, 1.62 ohne weiteres fehlen konnte,
und bei der Grundformel 1,2 kommt es nur auf die Diversitit

an; hier diirfte das Dach (A) fehlen.

Wir beginnen nun mit dem Aquivalenzbeweis, der zweierlei

zeigt:

a) Jede Grundformel und jede Grundregel von BGS ist in iiber-

setzter Form in BFF ableitbar: BFF &£ BGS.

Zunédchst bemerken wir, daB beide Kalkiile iibereinstimmen bis
auf die Grundformeln 2.2 bis 2.4, 2.5 (erste Halfte).

Diese milssen nun in BFF abgeleitet werden.

Die Formeln 2.2, 2.3 erledigen sich von selbst, da sie schon
durch die Gestalt der entsprechenden Verkniipfungszeichen in

BFF ihren Ausdruck finden. Spezifikations- und Generalisations-—
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zeichen sind ja aus zwel Art-Gattungszeichen zusammengesetzt.

Die erste Halfte von 2.5 ist durch das Theorem 11) bereits

als ableitbar erwiesen.

Die iibrigen Beweise, darunter den etwas komplizierteren von

2.4, findet man - wie schon frilher verabredet - im Anhang.

Bemerkung: Im Unterschied zum Kalkiil BGS miissen fiir einen Be-
weis in BFF die zunichst getrennt gegebenen Prémissen einer
zu beweisenden Regel oder Formel zu einer einzigen Formel zu-
sammengefiigt werden, eventuell unter Einfilhrung weiterer Be-
griffe, etwa gemiB 1.1 - 1,3, 1.11 oder Theorem 1). Ebenfalls
im Unterschied zum Kalkiil BGS ist jeder BFF-Beweis gemidB For-
meldefinition, S. 13, zugleich eine BFF-Formel, eine sog. Be-
weisformel, innerhalb derer eine Folge von Teilformeln ausge-
zeichnet ist gem#B Definition eines Beweises, S. 6, 7.

Fir den Aquivalenzbeweis ist nicht erforderlich, daB jede
BFF-Formel eine BGS-Formel als Ubersetzung besitzt. Es geniigt,
daB dies nur fiir die ableitbaren Formeln gilt. So gehen 2zB.
BFF-Beweisformeln in BGS-Beweise iiber, die ja keine BGS-For-
meln sind (vgl. Formeldefinition S. 28).

b) Jede Grundformel und jede Grundregel von BFF besitzt eine

in BGS ableitbare Ubersetzung: BGS & BFF.

Ein Vergleich der beiden Kalkiile lehrt, daB nur noch die

Axiome 1.2, 1.5, 1.61, 1.62, 1,10 (erste H#lfte) zu behandeln

gsind.

Wir werden hier nur die Regeln 1.61, 1.62 ableiten, und zwar
unter Benutzung eines interessanten Hilfssatzes 16), der sog.

Transportationsregel von Peirce. So genannt, weil dabei ein

Begriff von der einen auf die andere Seite eines Subsumtions=—

zeichens "transportiert" wird, wobei er allerdings ein Nega-
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tionszeichen erh#dlt oder verliert.
Die librigen Beweise finden sich im Anhang.

16) atb+tec <+ ab i Transportationsregel

I~

ab c -+ a t b+c

Auch von diesem Hilfssatz beweisen wir hier nur die im Augen-

blick benttigten Teile.

Beweis fiir ab £ c r at b+e

(1) ab &b 2.2
(2) b & b+e 245
(3) ab & b+c 2,6 aus (1), (2)
(4) abte Ann,
(5) c £ b+e 2.3
(6) ab £ b+e 2.6 aus (4), (5)
(7) ab+ab £ b+e 2.9 aus (3), (6)
(8) a = ab+ab 2k
(9) a £ ab+ab 2.7 aus (8)
(10) a £ b+e 2.6 aus (7), (9)
Beweis fiir ab £ c  a £ B+c
Ann 2.3 2.2 2.3
2 abfc ¢ £ Bre e ab £ b b £ B+e e
a = ab+ab - ab £ b+c ab £ B+c s

Dieser Beweis hat sog. (Stamm-)Baumform.
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Es folgen die Beweise von 1.61, 1.62:

1.61 ba=0 + bta

Ann
ba =0 2.1 2.5
23 _ - ) =
ba £ 0O ata 0=a
“H +0 £ a .
L a =
b £ a+0 1.6

Der Beweis ergibt sich aus dem eben gefilhrten, wenn

man iiberall a und a vertauscht.

Damit ist der Beweis fiir Satz II erbracht: Die begriffslogi-

schen Kalkiile BFF und BGS sind dguivalent.

Wir werden daher im folgenden je nach Bedarf die eine oder
die andere Symbolik benutzen und auch die Theoreme fortlau-
fend weiter numerieren, Zu jedem Satz gehbren jetzt zwel

Formulierungen, eine in BFF und eine in BGS.

Aus der soeben bewiesenen Aquivalenz folgt natiirlich auch,

daB der Kalkiil BGS einen Booleschen Verband beschreibt.

s BT

Bevor wir uns in den nichsten Paragraphen mit einigen Spezi-
w1fdllen des Kalkiils BGS beschidftigen, wollen wir noch eine
Bemerkung liber die Einteilung der Zeichen in Beziehungs- und
Verkniipfungszeichen nachtragen.

Wenn man die Zeichen eines Kalkiils auf irgendeine Weise deu-
tet, dann ergibt sich meistens ohne weiteres, welche von ih-
nen Beziehungen, und welche Verkniipfungen vertreten.
Intuitiv ist ja klar: Beziehungen konnen vorliegen oder nicht,
Verkniipfungen dagegen bilden aus gewissen gegebenen Objekten
cin neues Objekt derselben Art. ZB. kann eine Zahl a eine
undere Zahl b teilen; es gilt "2 teilt 6", aber nicht

"2 teilt 7". Andererseits bildet man zB., mit Hilfe der Addi-
tion aus zwei Zahlen a und b eine eindeutig bestimmte dritte

%ahl ¢ (= a+b), deren Summe.

Man kann jedoch auch rein syntaktisch definieren, woran Be-
ziehungs- und Verkniipfungszeichen in einem Kalkiil zu erken-

nen sind.

Wir sagen, ein Zeichen zb werde im Kalkiil K als

Beziehungszeichen verwendet, wenn eine Formel der Gestalt

Asz (im zweistelligen Falle; sz im einstelligen bzw, be-

liebigstelligen Falle) als selbstandiges Glied einer Herlei-
tung von K auftreten kann.

Kann ein Zeichen z' innerhalb einer Formel Asz oder sz

in A oder in B auftreten, so sagen wir, es werde im Kalkiil K

1s Verkniipfungszeichen oder Operationszeichen verwendet.,

“an beachte, daB ein Zeichen im Sinne dieser Festlegung
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durchaus einmal als Beziehungszeichen und ein anderes Mal,
sdgar in derselben Formel, als Verkniipfungszeichen auftreten
kann.

Im Kalkiil BGS zB. sind £ wund = die einzigen Beziehungs-
zeichen; sie werden aber gleichzeitig als Verkniipfungszeichen
verwendet. Das liegt daran, daB die Spezialisierungsregel Sp)

Einsetzung beliebiger Formeln gestattet, So ist

(x £ y) £ (x £ y) ein Spezialfall der Grundformel 2.1: a kta

Verkniipfungszeichen sind -., +, M, £; sie werden in BGS
nicht als Beziehungsgzeichen verwendet, da Formeln der Gestalt
A.B, A+B etc. nicht selbstandig in Herleitungen vorkommen
konnen.

Logische Kalkiile scheint es zu kennzeichnen, daB ihre
Beziehungszeichen stets auch als Verkniipfungszeichen auftre-
ten. Dh., es gibt - mit Ausnahme der Variablen und Konstanten
nur Verkniipfungszeichen, von denen einige auch als Bezie-
hungszeichen verwendet werden.

Spiter werden wir sehen, daB fir urteilslogische Kalkiile zu-

sdtzlich gilt: Jedes Verkniipfungszeichen ist auch Beziehungs-

zeichen.

Nichtlogische Kalkiile haben dagegen i. a. eine strenge Tren-
nung zwischen den erwdhnten Zeichenarten.

So ist zB. das Gleichheitszeichen = in einem arithmetischen
Kalkiil niemals Verkniipfungszeichen, da arithmetische Formeln
der Gestalt A = (B = C) keinen Sinn ergeben, Wir sagen in
diesem Fall, = sel ein reines Beziehungszeichen,
Andererseits kann das Additionszeichen + nie als Bezie-

hungszeichen verwended® werden, da Formeln der Gestalt A+B
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nie selbstandig in arithmetischen Herleitungen auftreten.

{ ist daher ein reines Verkniipfungszeichen (vgl. Anhang, § 4).

formeln eines Kalkiils, die mindestens ein Beziehungszeichen

cnthalten, heiBen Beziehungsformelun.

Die Beziehungsformeln der Gestalt A £ B und A = B des Kalkiils
BGS nennen wir primir, wenn weder in A, noch in B ein Be-
ziehungszeichen vorkommt.

Bine solche Formel heiBt sekundir (tertidr etc.), wenn A oder

B primir (sekunddr etc.) ist.

§ 5 Erweiterungen des Kalkiils BGS

Nachdem wir uns nun mit ausreichenden begriffslogischen Hilfs-
mitteln versehen haben, erscheint ein Blick auf unsere nidch-
ste Etappe angebracht. Nach einiger Vorbereitung wollen wir

ja Begriffs- und Urteilslogik miteinander vergleichen, mehr
noch, die Urteilslogik als einen echten Spezialfall der Be-
griffslogik erweisen.

Das wird so vor sich gehen: Wir werden den Kalkiil BGS Schritt
fiir Schritt durch geeignete Axiome verstirken, bis sich
schlieBlich die Grundformeln und -Regeln der Aussagen- und
Pradikatenlogik ableiten lassen.

AuBerdem wollen wir im folgenden einige Erweiterungen des Kal-
kiils BGS studieren, die nicht unmittelbar mit dem eben erwdhn-
ten Ziel zu tun haben, aber filir spétere {berlegungen wichtig

sind.
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§ 5.1 Der Kalkil Bgs™

Betrachtet man ein Urteil wie etwa "Alle Menschen sind sterb-
lich", so enth8lt dies zweierlei Bestandteile: Einmal eine
gewisse Beziehung zwischen dem Subjektsbegriff "Mensch" und
dem Pridikatbegriff "Sterblich(es)", hier ein Art-Gattungs-
Verhdltnis, zum anderen den in der Kopula "sind" mit ausge-

driickten Behauptungscharakter, der etwa besagt: Die Beziehung

wird als gililtig, vorliegend, wahr behauptet. Dieser fir Ur-
teile charakteristische Zug kommt erst in der Urteilslogik
voll zur Geltung.

Sofern man ihn aber vernachlédssigt und Urteile lediglich als
Begriffsbeziehungen auffaft, unterliegen sie - da ja "mein-
bar", also auch Begriffe - all den Regeln, die wir bisher

iiber Begriffe im allgemeinen kennen. Insbesondere konnen
solche "Begriffsbeziehungsbegriffe" miteinander verknilipft
werden oder ihrerseits in Beziehungen zueinander stehen, wie
gewbhnliche Begriffe auch,

7ZB. verhilt sich die Totalidentitdt zum Art-Gattungsverhdltnis
ihferseits wie die Art zur Gattung: Die Totalidentitdt ist
ein spezielles Art-Gattungsverhdltnis, né@mlich ein zweifaches.

Man konnte das so symbolisieren:

/ —

a»—b

Im Kalkiil driickt sich diese Beziehung in der Regel 2,7 aus.
Hier kann man zB, von a =b zu a % b {ibergehen, also von

der Art a = b auf die Gattung a & b schlieBen.
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Das legt den Gedanken nahe, das Art-Gattungsverhiltnis zwi-
schen Begriffsbeziehungen durch das Verhdltnis der Ableitbar-
keit zu definieren,

Mit einem Seitenblick auf Gentzens "Kalkiil des natiirlichen
SchlieBens", der eine dhnliche Regel besitzt, legen wir also

fest:“’

+ a) Deduktionsregel:

Ist aus den Annahmeformeln A1, vee An die Formel B
im Kalkiil BGS hergeleitet worden, so gewinnt man aus
dieser Herleitung die Formel A1 o An £ B, die ihrer-
seits von den Annahmen nicht mehr abhingt. Die Annahmen
werden durch Anwendung der Regel » a) als solche
"beseitigt" und dilirfen im weiteren Verlauf der

Herleitung nicht mehr verwendet werdenf;)

Kurz: A1, sone 3 An + B

Ay ... A LB

F b) Abtrennungsregel: Aus den Formeln A1, aee An und

Ve

Ay ... A, = B, bei denen jJedes Ai und B die Gestalt

xty, x4y, x =y oder x # y hat, gewinnt man die

. Formel B.qs)
A £ B

Kurz: A1, vem 5 An A1 cee Ay

Den aus BGS durch Hinzuftiigen obiger Regeln entstehenden Kal-

kiil nennen wir Bash,

Ein Beispiel mbge die Wirkungsweise der mneuen Regeln verdeut-
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lichen. Es sei die folgende Regel 17) zu beweisen, die in
BES offensichtlich nicht ableitbar ist, da alle Regeln nur
positive Beziehungsformeln der Gestalt A LB, A=3B als

Pramissen oder Konklusionen haben.

17) atb,aéc r béec Das entspricht dem

Syllogismus Bocardo.

Dazu bendtigen wir einen Hilfssatz:

ir
o]

18) abtc A4F ackt® 4Fr bc

Der Beweis von Satz 17) sieht dann so aus:

(1) ath Ann.,

(2) b £ Ann.

(3) atec 2.6 aus (1), (2)

(4) (aftv)biec)t(atle) Fa) aus (1), (2), (3);

ann. (1), (2) peseitigt.

(5) (atb)abc)t(bfeo) 18) aus (4)

(6) athb Ann.

(7) a#c Ann.

(8) b - B) mms (3); (8)s (T3

Wihrend die Regel + a) innerhalb einer Herleitung sekundére
oder auch noch komplizierter gebaute Formeln einfithrt, macht
die Regel + b) diesen Schritt wieder riickgingig: Man gelangt

wieder zu Formeln einfacherer Bauart.

Zu jeder ableitbaren Regel steht uns also in Best eine min-

destens sekundire Beziehungsformel der Gestalt A1 wite 19 An £ B

zur Verfiigung und umgekehrt gibt es zu jeder solchen Formel

auch eine ableitbare Regel mit den Pramissen A1, pEE g An
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und der Konklusion B.

Kurz: Auf der Ebene der Begriffsbeziehungen (bzw. Beziehungs-
formeln) sind jeweils die Zeichen £ und + sowie = und 4 +

vertauschbar.zm

[m AnschluB3 an einen {iblichen Sprachgebrauch konnte man - cum
rrano salis - sagen: Wahrend der Kalkiil BGS hauptsichlich auf
der Objektebene operiert, etabliert der Kalkiil Bast die

Boolesche Verbandsstruktur auch auf allen Meta-Ebenen.

Mit den neuen Regeln haben wir nun das, was an den Urteilen
rein begrifflicher Natur ist, n&mlich die in ihnen enthaltene

Beziehung, voll in die Begriffslogik eingemeindet.

§ 5.2 Der Kalkiil BGS’Z‘

Hat man durch Einfithrung der Deduktions- und der Abtrennungs-
regel den ersten Schritt in Richtung Urteilslogik erfolgreich
hinter sich gebracht, dann stellt sich die Frage, ob man

ihrer nicht mit einem zweiten vollends habhaft werden kdnnte.

Typisch fiir Urteile ist ja, daB sie wahr oder falsch sein
konnen., Und zwar sind sie stets mindestens eins von beidem,
beides zugleich aber nicht. Gesucht ist also nach einer‘Mdg-
lichkeit, die S&dtze "a ist wahr", "a ist falsch" irgendwie
im Kalkiil auszudriicken, und zwar so, dafl entweder "a ist
vahr" oder "a ist falsch" gilt.

Da unsere Begriffslogik genau zwei ausgezeichnete Begriffe

wennt, drdngt sich die Losung geradeéu auf: Man schrankt den
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Booleschen Begriffsverband per Regel auf genau zwel Begriffe
ein, namlich auf O und 1.

"y ist wahr" iibersetzt man mit a = 1, "a ist falsch" mit

a = 0, Die erforderliche Regel lautet:

0/1) a =0 a £ 1 "Wenn a gleich 0 ist, dann

a #£1 a=20 ist a ungleich 1, und umge-

kehrt,."

Den durch diese Erweiterung des Regelsystems gewonnenen spe-

zielleren Kalkiil nennen wir BGSE.

In einem derartig dezimierten Verband gelten natiirlich be-
sondere Gesetze. Damit ein Spezifikat widerspriichlich wird,
muB hier zB. mindestens eine seiner Komponenten widerspriich-

lich sein:

192) ab=0,a#0 + b=0

Beweis: A:z
a 0 24)
— of1")
a =1
2.5 2.3
b &1 1 £a %
26 nn,
b £ a b £b ab =0
2.8 2.7
L
Gb/;ab ab £ 0 2.5
7 b L0 0£thD
2.¥
b=20

- A5 —

Leider werden wir spater unsere Hoffnung aufgeben milssen, mit
der Einschrénkung der Begriffsalgebra auf zwei Werte schon
die gesamte Urteilslogik in den Griff zu bekommen. Dazu be-
darf es noch stdrkerer Axiome !

Immerhin stimmt die Marschrichtung: Die Urteilslogik

wird sich als eine besondere zwei-elementige Begriffslogik

erweisen,

§ 5.3 Individualbegriffe und Kollektive -

Der Kalkiil BGS;

Unsere Vorbereitungen sind nun geniigend weit gediehen, um im
ndchsten Kapitel die Urteilslogik - besser bekannt unter dem

Namen Aussagen- und Prddikatenlogik - zu diskutieren.

Bevor wir damit beginnen, wollen wir noch einen fiir alles
folgende besonders wichtigen Begriffstyp kennenlernen, den

sog. Individualbegriff. Bei der Anwendung der Logik hat man

llenthalben mit ihm zu tun.
Wir werden uns hier sehr kurz fassen. Weitere Einzelheiten
'indet der interessierte Leser in der einschligigen Fachli-

teratur (vgl. v. Freytag-Idringhoff (3); Schréder (1), II).

die der Name schon andeutet, handelt es sich bei Individual-
cgriffen um etwas "Unteilbares". Teilen bedeutet hier so
‘iel wie spezifizieren. In diesem Sinne sind Allgemeinbegrif-
‘¢ ja normalerweise durch Spezifikation in Unterarten auf-

teilbar.
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Wir legen also fest: Ein Begriff; der nicht widerspriichlich

und nicht echt spezifizierbar ist, heift Individualbegriff

oder kurz: Iandividuum,.

Diese Eigenschaft wird durch folgende Axiome im Kalkiil aus-

gedriickt:
22)
Grundformel Grundregel

11) al 40 L

I2) b #£0 bta
i

b = a

Durch den Exponenten I ist der Individualbegriff bezeichnet.

Die Grundregel liest sich etwa so: Wenn ein Begriff b nicht
widerspriichlich und Art eines Individualbegriffes ist, dann
ist b mit diesem totalidentisch.

Eine Art Umkehrung dieser Regel 14B% sich beweisen: Wenn Db

echt spezieller als ein Individualbegriff ist, dann ist b

widerspriichlich.

Pir Individualbegriffe gelten neben den bisher bekannten all-
gemeinen Regeln noch zus#dtzliche, zB. ein verscharftes
Tertium-non-datur:

ZOI) - 4 b 4 al L ©

An diesen Sonderfall denkt man, wenn man sagt, einem Ding

komme eine Eigenschaft entweder zu oder nicht zu.

Zum Beweis, der sich im Anhang findet, bendtigt man die Hilfs-

sdtze:

- AT =
21) a4b 4+ ab#£o0

22) a

B, a#0 + a#0b
b, a#0 + a4hb

i~

a

Eine Bemerkung erscheint hier unerliBlich: Unsere neuen
Axiome sagen nur, unter welchen Bedingungen etwas ein Indi-
vidualbegriff ist. Es ist jedoch damit nicht vorausgesetzt,
daB man in unserem Begriffsverband iiberhaupt je Individual-
begriffe antrifft,

Reine Begriffslogik wird zunichst v5llig individuenfrei auf-
gebaut., Dieser Punkt wird uns spadter noch beschédftigen. Er
ist u. a. wichtig fiir die Beurteilung der intuitionistischen
Kritik am Tertium-non-datur.

Macht man dagegen die Voraussetzung, daB unter jedem nicht-
widerspriichlichen Begriff mindestens ein Individuum liegen
miisse, so begibt man sich - so wollen wir festsetzen - in

die Angewandte (Begriffs-)Logik.,

Den Kalkiil der Angewandten Begriffslogik nennen wir BGSZ.

Er ist durch die folgende Regel gekennzeichnet:

I
a) a” £ b "Wenn jeder Individualbegriff al

b =0 nicht unter b liegt, dann ist b
23)

widerspriichlich."
Auch hier gelten nun wieder besondere Sitze.
5B, ist unter diesen Bedingungen jeder Begriff eindeutig
larstellbar als Generalisat der unter ihm liegenden Indivi-

luen. Die Kalkiilformulierung dieses Satzes wollen wir hier
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jedoch nicht angeben. Wir tragen sie nach im Kapitel VI, § 3,

unter der Nummer 23.2aL

Wem die Regel a) zu einschneidend vorkommt, der kann inner=—
halb der Reinen Begriffslogik, also im Kalkil BGS*, besondere

Begriffe, die sog. Kollektivbegriffe oder kurz: Kollektive

definieren. Diese sind dadurch ausgezeichnet, dafl unter jeder
ihrer nicht-widerspriichlichen Arten mindestens ein Individuum

liegt. Das beinhaltet in kontraponierter Form die Regel:

K 24)

k) bpeak,clgb ¢ p=o0
"g ist ein Kollektiv(-Begriff) - angedeutet durch den Expo-
nenten K -, wenn jede Art b von a, unter der kein Individuum

cI liegt, widerspriichlich ist."

Fir Kollektive gilt auch der oben erwdhnte Satz 23.23): Jedes
Kollektiv ist als Generalisat der darunter fallenden Indivi-
duen darstellbar und damit durch diese eindeutig bestimmt,
was fiir beliebige Begriffe i, a. nicht zutrifft.

Die fiir die Angewandte Begriffslogik charakteristische Regel
lsuft auf nichts anderes hinaus als die Forderung, daB alle

Begriffe Kollektive seien.

An dieser Stelle trennt uns nur noch wenig von der heute so
beriihmten, aber umstrittenen Mengenlehre. Man kann n#mlich die
unter ein Kollektiv fallenden Individuen zu einem neuen In-

dividuum zusammenfassen, das man dann Menge oder Klasse nennt.
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veli aK das betrachtete Kollektiv. Dann stehen die betreffenden

Individuen zu ihm im Art-Gattungsverhdlinis: xI = aK, zu der
lazugehSrigen Menge jedoch - sie heiBe & - in einer nicht-

logischen, der sog. Elementbeziehung: xIe k. Genauer:

g € AI, da die Menge als ein Individuum betrachtet wird.
labei ist die nicht selbstverstidndliche Voraussetzung gemacht,

@5 gebe zu jedem Kollektiv bzw. mindestens zu den in Betracht

regogenen eine solche Menge.

Inter Rlickgriff auf die Begriffsoperationen und ~Beziehungen
kann man entsprechende Operationen und Beziehungen auch fiir
Mengen definieren.

Pem logischen Produkt zweier Kollektive a.b entspricht dann
ter sog. Durchschnitt zweier Mengen R n B , der logischen

summe a+b die sog. Vereinigung AvB, dem Negat & die sog.

Komplement&rmenge A', dem verallgemeinerten Produkt T a.

i
ler Durchschnitt (\fg} von beliebig vielen Mengen kiﬁ der
i .
verallgemeinerten Summe Zla,i die beliebige Vereinigung
i
U .
bl

Dem Art-Gattungsverh&dltnis zwischen Kollektiven a & b ent-
spricht die sog. Teilmengenbeziehung (Inklusion) A € B,
nnd der Identit&dt von Kollektiven a = b die Identitidt von
Mengen A2 B,

Mengen schreibt man auch so: {...} , wobel anstelle der
Punkte die filir die Elemente der Menge charakteristische Ei-
renschaft steht oder die Elemente selbst aufgefiihrt sind.
zgl. der genannten Operationen bilden die Mengen - man be-
trachtet meist Teilmengen einer vorgegebenen Grundmenge -

~ine Boolesche Algebra mit verallgemeinerten Operationen.
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Ubersicht zum Verhdltnis Begriffslogik - Mergenlehre

Begriffslogik a &b a b a="»= a.b a+b

%
10
b
o
i,
L)
<]
-
03

Mengenlehre B  AnB fu B

Begriffslogik a ?’ai % ay
Mengenlehre Fis fl] fti g f,

A, B sind die zu den Kollektiven a, b gehdrigen Mengen;
I
{aI} ist die Menge,die nur das Individuum a~ als Element

enthdlt.

Man konnte durch Hinzunahme geeigneter Axiome filir die Element=
beziehung den Kalkil BGSE zu einem mengentheoretischen Kalkiil
ausbauen oder aber unabhingig von der Begriffslogik einen
eigenen Mengen-Kalkiil aufstellen. Da der Ubergang von den
Kollektiven zu den Mengen - wie sich spdter noch deutlicher
zeigen wird - nicht ganz unproblematisch ist, stellt sich

die Frage, ob man auf diesen Schritt nicht ganz verzichten
kann,

Zumindest fiur die Begriffslogik, aber auch fir die Urteils-
logik ist die Element-Beziehung Uberflissig. Alles logisch
Wichtige 15Bt sich ohne Riickgriff auf Mengen sagen.

Wie aber steht es mit der Mathematik ?

Da sich die gesamte bisher bekannte Mathematik mengentheo-

retisch begrﬁnden 158%, kanu man fragen: Geniigt zur Grund-
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legung der Mathematik vielleicht schon die allgemeinere, also
logisch schwidchere Theorie der Kollektive ?

Wir glauben gute Griinde fiir die Bejahung dieser Frage zu
haben, wollen hier aber nicht ins einzelne gehen. Jedenfalls
1laBt sich der Kalkiil BGSE innerhalb der bisher benutzten Aus-

drucksmittel zu einem Relationen-Kalkiil oder Kalkiil der Re-

lative weiterentwickeln, der zur Darstellung wichtiger Grund-

begriffe und Strukturen der Mathematik ausreicht.zs)

§ 6 Zusammenfassung

Fassen wir unseren bisherigen Ertrag zusammen:

Begriffslogik handelt von Begriffen sowie von deren Beziehun-
gen und Verkniipfungen. Als Begriff ist dabei alles Meinbare
zugelassen. Begriffslogik kennt in dieser Hinsicht keinerlei
Einschréankungen.

Als wichtige Begriffsbeziehungen erwiesen sich das Art- Gat-
tungsverhdltnis und die Totalidentit&t.

Beziiglich der Verknilipfungen Spezifikation, Generalisation
und Negation tragen die Begriffe die algebraische Struktur
einer Booleschen Algebra mit verallgemeinerten Cperationen.
Auf dem Weg zur Urteilslogik erwiesen sich besondere Regeln
~ur Behandlung der Begriffsbegiehungen als notwendig: Sie
definieren das Art-Gattungsverhzltnis zwischen Begriffsbe-
ziehungen durch Rickgriff auf das Verh#ltnis der Ableitbar-
xelt bestimmter Formeln im Begriffskalkiil, Der Kalkiil BGS
wurde dadurch zu BGST erweitert.

Zin zwelter Schritt fihrte uns zu der auf die beiden Begriffe
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0 und 1 eingeschrinkten, durch den Kalkiil BGSE dargestellten
zweielementigen Begriffsalgebra.

Die Forderung, daB unter jeden nicht-widerspriichlichen Be-
griff mindestens ein Individuum fallen miisse, machte aus der
Reinen eine Angewandte Begriffslogik, verstédrkte den Kalkiil

Best zu BGS;. Dadurch wurde eine weitere Verstarkung mdglich,

die Mengen- bzw., Klassenbildung zu bestimmten Begriffen.

Man bemerkt also eine gewisse Hierarchie von begriffslogischen

Kalkiilen, die man folgendermaBen veranschaulichen kann:

Satz IT
BGS »—————————< BFF

Mengenlehre

-
BGS,

Die Pfeilspitzen deuten jeweils zu den spezielleren, stérke-
ren Kalkiilen.

Das Diagramm ist nur deshalb so unsymmetrisch gezeichnet,

weil es spidter noch vervollstandigt werden soll. Insbesondere

werden die entsprechenden Spezialisierungen des Kalkiils BFF

im Anhang auf Seite 128 ff behandelft.
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LV, Urteilslogik

§ 1 Ubersicht

ba die Urteilslogik in Gestalt der sog. Aussagen- und Pri-
dikatenlogik allgemein bekannt ist, konnen wir uns hier kurz
fassen. Nach einigen Bemerkungen zur Aussagenlogik, die als
Theorie der Wahrheitswertfunktionen aufgebaut werden kann,
und der Einflihrung von Satzfunktionen und Quantoren geben

wir einen aussagen- und prddikatenlogischen Kalkiil APL an.

Tm Gegensatz zur Begriffslogik, die bei den Begriffen als
den "kleinsten" Bestandteilen der Schliisse ansetzt, handelt
die Urteilslogik von mehr oder minder zusammengesetzten Ge-
bilden, - wie der Name schon sagt - von Urteilen.

[n ihrer auf Frege zurlickgehenden sog. klassischen Form be-
riicksichtigt sie von diesen aber nur, daB sie wahr oder
falsch sein, allgemeiner: genau zwei Werte, zB. T oder F,
annehmen kénnen, Urteile hinsichtlich ihrer Wahrheit und
Falschheit betrachtet, sowie deren endliche Verkniipfungen
ind Gegenstand der sog. Aussagenlogik.

Auf diese stilitzt sich die sog. Prddikaten- oder auch Quan-
lorenlogik, die es mit der feineren Zusammensetzung der Ur-
leile (Subjekt-Pridikat-Struktur etc.) und insofern auch mit
Begriffen zu tun hat. Begriffe werden hier als besondere
sweliwertige Funktionen aufgefaBt und so dem urteilslogischen
Ansatz zugidnglich gemacht.

Traten in der Begriffslogik Urteile als spezielle Begriffe,
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Beziehungs-Begriffe, auf, so erscheinen - urteilslogisch be-
trachtet - Begriffe als besondere Urteile, als sog. Satz-
funktionen.

Aussagen- und Pradikatenlogik fassen wir unter der Bezeich-

nung Urteilslogik (UL) zusammen.,

§ 2 Aussagenlogik

Zunédchst geben wir die formale Sprache der gesamten Urteils-

logik an, die etwas mehr enth#lt als wir im Augenblick be-

nétigen.

Alphabet: &y By © Aussagenvariablen
a, b, ¢ ... Individuenvariablen

Grundzeichen: > & A~ v »~ AV

Das Alphabet darf durch beliebige Zeichen erweitert werden.

Formeln:

1. Aussagenvariablen, eventuell mit Individuenvariablen

dahinter, sind Formeln.

2. Sind A und B Formeln, so auch A >B, A& 3B, A A B, Av B,

~A, AxA, VxA.

Notigenfalls wird durch Klammern Eindeutigkeit der Formeln

gewdhrleistet.
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Die Zeichen "binden" in der Reihenfolge: =, /\,V, ALY YYD, &,
Beispiele fiir Formeln: A, Bik, =~ - A, = Bk

A > Bi, W(A #-vA), A v B, Ai Al

AAB=>C, A >(B=2>4)

A =3B wird gelesen als "A impliziert B", "Wenn A,
dann B"

A B "A ist dquivalent mit B",
"Genau wenn A, dann B"

AAB "A und B"

Av B "A oder B" (nichtaus-
schlieBend)

A xA "Fiir alle x gilt A"

V xa "Fir mindestens ein x
gilt A"

Formeln, die weder A noch V enthalten, heiBen aussagen-
logische Formeln.

Die sog. klassische, auf Frege zuriickgehende Aussagenlogik
ruht auf der Voraussetzung, daB jede Aussage entweder wahr
oder falsch ist. Jede Aussage kann also nur genau einen der
beiden Wahrheitswerte T (fiir true) oder F (fiir false) anneh-
men. Verkniipfungen zwischen Aussagen kann man daher einfach
kombinatorisch definieren, indem man festlegt, in welchen
Fallen das Verkniipfungsergebnis T bzw. F sein soll.

50 wird man auf die sechzehn zweistelligen sog. Wahrheits-

wertfunktionen gefithrt, die durch folgende Tabelle angegeben
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werden konnen:

AB 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
rP T F T P T F T F T F T F T F T F
T T " F F T T F F T T F F T T F F
FT T T T T F F FF T T T T F F F F
*® T T T T®OT T T T ¥ F F F F F F F
/ > -A B & Vv v A

Diese Tafel dient zur Definition der zuvor eingefiihrten lo-
gischen Zeichen. Mit ihrer Hilfe kann man fir jede beliebige
aussagenlogische Formel den Wahrheitswert "berechnen", wenn
man die verschiedenen Belegungen der Variablen mit den Werten
T, T untersucht.

Die Funktionen / und ¥ sind jeweils allein in der Lage,
alle iibrigen Funktionen auszudriicken. So kann man - A zB.
schreiben als A/A.

Dasselbe gilt fiir die Funktionenpaare =, =; A, 25 VvV, .
Im Prinzip konnte man also in der Aussagenlogik mit sehr
wenigen Zeichen auskommen. Je weniger Zeichen man verwendet,
desto komplizierter werden jedoch i. a. die zu behandelnden
Formeln. Aus verbandstheoretischen, aber auch aus umgangs-
sprachlichen Griinden empfiehlt sich die Einfiihrung der oben
angegebenen Zeichen =, &, A, v, -

iiber die Stellenzahl zwei braucht man bei den Wahrheitswert-
funktionen nicht hinauszugehen, da sich mehrstellige Funktio-

nen stets aus zweistelligen zusammensetzen lassen.

Von besonderem Interesse sind Formeln, die bei jeder Belegung
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ihrer Variablen den Wert T annehmen, sog. Tautologien, und

von diesen insbesondere solche der Gestalt A1A vee A An > B,

da man aus ihnen logische SchluBregeln A1, Sid 3 An

gewinnt. B

Diese SchluBregeln haben die Eigenschaft, daB mit den Pri-
missen Ai stets auch die Konklusion B den Wert T erhilt.
Diese wenigen Bemerkungen zur Aussagenlogik als Theorie der
Wahrheitswertfunktionen mégen hier geniigen. Einzelheiten

dariiber kann man in jedem gingigen Logik-ILehrbuch nachlesen.zo

Im Gegensatz zu dem eben erwihnten sog. semantischen Ansatz -
semantisch deswegen, weil hier auf den Wahrheitswert als die
"Bedeutung" einer Aussage Bezug genommen wird - kann man auch
rein syntaktisch vorgehen: Man stellt einen Kalkiil zur Ab-
leitung aussagenlogischer Formeln auf. .

Ein solcher Kalkiil heiBt (semantisch) vollst&ndig und (seman-

tisch) widerspruchsfrei, wenn er alle und auch nur Tautolo-—

zien abzuleiten gestattet,

Bei den heute iiblichen Kalkiilen kann man u. a. drei Typen

unterscheiden:

a) Hilbert-Typ-Kalkiile, von Gentzen logistische genannt,
zeichnen sich aus durch eine relativ grofie Anzahl von
Grundformeln gegeniiber wenigen Grundregeln. Meist gibt

es iberhaupt nur eine: Die Abtrennungsregel.

b) Gentzen-Typ-Kalkiile besitzen wenige Grundformeln, jedoch
viele Grundregeln und zerfallen in zwei Sorten:

1) Kalkiile des "Natiirlichen SchlieBens", Hier gibt es 1. a.
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keine besonderen Grundformeln. Beliebige Annahmen diirfen
eingefiihrt, miissen aber innerhalb derselben Herleitung
wieder beseitigt werden. Uberhaupt besitzen diese Kalkiile
eigentiimliche Einfilhrungs- und Begseitigungsregeln flir
jedes der logischen Verkunipfungszeichen.

2) Sequenzenkalkiile., Deren Regeln sind 1. a. aufbauend,
dh. alle Teilformeln (oder zumindest alle Variablen) der
Pramissen treten in der Konklusion wieder auf.

Gewisse Regeln, die nicht diese Eigenschaft besitzen, wie
zB. die Transitivitdte- oder die sog. Schnittregel, lassen
sich innerhalb solcher Kalklile als zuléssig erweisen

(Gentzenscher Hauptsatz).

¢) Die Tableaux-Kalkiile (nach Beth) beruhen auf einer Art
des indirekten Beweises. Anstatt eine formel herzuleiten,
widerlegt man ihre Negation nach bestimmten Regeln.
Man unterscheidet die sog. analytischen Tableaux von
Smullyan und die Block-Tableaux von Hintikka, die mit

den Sequenzenkalkiilen zewisse Eilgenschaften gemein haben.

Fiir den Vergleich von Begriffs- und Urteilslogik erscheinen
uns die Hilbert-Typ-Kalkiile am geecignetsten. Wir werden da-
her im folgenden einen solchen Kalkil, der auf Frege zurlick-

geht und von Lukasiewicz vereinfacht wurce, zugrunde legen.
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§ 3 Satzfunktionen und Quantoren

Die Aussagenlogik behandelt Aussagen als nicht weiter zerleg-
bare Grundeinheiten und ist daher unfihig, auch deren feinere
Struktur (Zusammensetzung aus Subjekt und Pradikat etc.) zu
beriicksichtigen. Da die innere Struktur der Aussagen fiir das
SchlieBen meist nicht gleichgiiltig ist, miissen Mittel und
Wege gefunden werden, die innerhalb von Urteilen auftretenden
Begriffe sowie deren Beziehungen und Verkniipfungen darstellen
zu konnen, ohne den urteilslogischen Ansatz zu verlassen und
den Aussagenkalkill als solchen zu zerstbren.

Zu diesem Zweck betrachtet man im AnschluB an Frege Begriffe -
jetzt Prddikate genannt - als Punktionen, deren Argumentbe-
reich aus allen mdglichen Individuen und deren Wertebereich
aus den beiden Wahrheitswerten T, F besteht.

Ausgehend von Individualurteilen wie etwa "Sokrates ist sterb-

lich" bildet man sog. Aussageformen - in diesem Fall "x ist
ein Mensch"- und schreibt diese dann als sog. Satzfunktionen,
etwa M(x). Je nach dem, ob die Aussage "x ist ein Mensch" fiir
ein spezielles x zutrifft oder nicht, nimmt die Funktion M an
der Stelle x den Wert T oder F an., Falls a ein bestimmtes
Individuum bezeichnet, ist dann M(a) eine Aussage im gewohnten
5inn, die mit anderen Aussagen - wie schon frither erwdhnt -

verkniipft und in Beziehung gesetzt werden kann.

Um auszudriicken, daB ein Pradikat P auf alle mdglichen oder
aber auf mindestens ein Individuum zutrifft, fithrt man zwei

neue Zeichen ein, die sog. Quantoren:
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Ax P(x) bedeutet: "Pir alle x zilt: x ist ein P."

V x P(x) bedeutet: "PFiir mindestens ein x gilt: x ist
ein P.,"

In Analogie zur A-Verkniipfung der Aussagenlogik, die Ja ge-
nau dann T ergibt, wenn beide Verkniipfungsglieder den Wert T
annehmen, erhilt Ax P(x) genau dann den Wert T, wenn die
Funktion P an jeder beliebigen Stelle x den Wert T annimmt,
dh. konstant mit dem Wert T ist.

In #hnlicher Entsprechung zur v ~Verkniipfung der Aussagen-
logik, die genau dann T ergibt, wenn mindestens eines der
Verkniipfungsglieder den Wert T annimmt, erhdlt Vx P(x)
genau dann den Wert T, wenn die Funktion P an mindestens
einer Stelle x den Wert T annimmt, dh, wenn sie nicht kon-
stant mit dem Wert F ist.

Die Quantoren konnen daher mit Recht als verallgemeinerte

A- bzw. wv-Verkniipfungen betrachtet werden:

Ax P(x) entspricht: P(a) A P(b) A P(c) A ...
Vx P(x) entspricht: P(a) v P(b) v P(c) Vv ...

Satzfunktionen konnen auch mehrstellig sein. Sie vertreten
dann nicht "gewohnliche" Eigenschaften sondern Beziehungen.
So ist zB. "grdBer als" eine zweistellige Beziehung; X ist
gréBer als y konnte man schreiben als ¢(x,y). Eine drei-
stellige Beziehung etwa wére ngwischen"., 2(x,y,z) konnte

man als Abkiirzung wihlen fiir: x liegt zwischen y und z etc,
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Mit Hilfe der Quantoren und der aussagenlogischen %eichen
kann man nun darstellen, wie sich zwei Satzfunktionen und
damit zwei Begriffe gzueinander verhalten. ZB. kann man aus-
driicken, daB eine Funktion P an jeder Stelle x den Wert T
annimmt, an der auch die Funktion S diesen Wert erhidlt, oder
daB die beiden Funktionen S und P an mindestens einer Stelle
X gemeinsam den Wert T annehmen etc,

Die iblicherweise mit a, e, i und o bezeichneten Urteilsfor-
men der traditionellen Syllogistik lassen sich wie folgt

symbolisieren:

SaP "Alle S sind P" Ax (S(x) 2 P(x))
SeP "Alle S sind nicht P" Ax (8(x) 2 -P(x))
SiP "Einige S sind P" Vzx (sS(x) A P(x))
SoP "Einige S sind nicht P" V x (8(x) A =P(x))

Im Kalkiil BzsYetwa lassen sich die genannten Urteile so

ausdriicken:

SaP S &P SeP s tP
SiP SP #£0 SoP ST #£0

Dabei ist aber zu beachten, daB die Satzfunktionen der Pria-
dikatenlogik genau genommen nicht Begriffen im allgemeinen,
sondern nur den Kollektiven entsprechen, da ihre Argumente
ja Individuen sind. Das sieht man besonders deutlich daran,
daB S # O hier nur durch Vx S(x) widergezeben werden kann,
Dh. S ist genau dann nicht widerspriichlich, wenn es auf min-
destens ein Individuum x zutrifft. Das aber gilt nur in der

Angewandten Logik bzw. der Theorie der Kollektive,



- 62 -

§ 4 Bin Axiomensyvcten fir die Aussazen- und

Pridikatenlorsik - ber Kalkiil APL

Wir zeben im folcenden eiren woit verbreiteten Hilbert-Typ-

Kalkiil fir die Ausscagen- und Iridikatenlozik an, der meist

nach Iukasiewicz benannt wird.

APL Aussagen- und PriZdikatenlogik

nach Lukasiewicz

4lphabet, Grundzeichen und Formeldefinition fiir diesen Kalkil

sind schon im § 2 angzegeben.

Jrundformeln Grundregeln
4.1 A = (B =2>4) 4.6 A A >B
B

4.2 (A =2(B=2C)) = ((4A=23) =2 =0C))

3 A = -B) = B:>A)
43 ( ) ( 4.7 A = Bx

A > AxBx
4.4 Ax Ax > Ay

4.8 Ax 2> B

. Ay 2 Vx Ax
e v Vx Ax 2 B

Bei 4.7, 4.8 darf die Variable x in A bzw. in B nicht frei
vorkommen., Dabei ist freies und zebundenes Vorkommen von Va-

sisblen wie iiblich definiert.t®

Sp) Spezialisierungsregel fiir Aussazenvariablen:

Ausca-envariavlen diirfen iurch beliebige Formeln ersetzt
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werden.

.p') Spezialisierungsregel fir Individuenvariablen:

Individuenvariablen dlirfen durch andere ersetzt werden.
Dabei miissen Jjedoch freie frei bleiben, und bei gebun-

denen darf sich die Bindung nicht #ndern.

Im Unterschied zu der Schreibweise in § 3 sind hier der Ein-
rachheit halber die Klammern um die Individuenvariablen weg-

-elassen. Fx steht fiir F(x), Rxy fir R(x,y) etc.

bas vorliegende Axiomensystem enth&lt an aussagenlogischen
“eichen nur = und =. Wie schon frilher erwgZhnt, sind damit
Jedoch alle iibrigen Aussagenverkniipfungen definierbar, ins-~

besondere A, v und &,
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v. Vergleich von Begriffs- und Urteilslogik

§ 1 Ubersicht

Wir nihern uns jetzt dem Schwerpunkt der ganzen Arbeit. Der
angekiindigte Vergleich wird in dem Nachweis bestehen, daB die
Reine Begriffslogik echt allgemeiner als die Urteilslocik
ist, sich aber durch geeignete Zusdtze bis hin zur Urteils-
logik verstidrken 14Bt. Auf diese Weise kann man den Unter-
schied zwischen Begriffen und Urteilen, der sich in den zu-
gehtrigen begriffslogischen und urteilslogischen Kalkiilen
durch rein syntaktische Eigenschaften ausdriickt, genau an-
geben.

Wir werden daher folgendes zeigen:

Es gibt im urteilslogischen Xalkiil APL ableitbare Formeln,
deren Ubersetzungen in B83S" nicht ableitbar sind. Der Kalkiik
APL ist jedoch dquivalent mit dem neuen Kalkil BGSZ, der aus

B3S” durch Hinzufligen des sog. Urteilsprinzips u) entsteht.

§ 2.1 Der Kalkiil Bas;

Wie schon frither erwdhnt, besteht der Hauptunterschied zwi-
schen Begriffen und Urteilen darin, daB letztere behauptet
werden konnen. Diesen fiir Urteile typischen Behauptungscha-
rakter gilt es nun im Kalkiil auszudriicken.

7um Teil macht sich diese Eigenschaft der Urteile bereits in

begriffslogischen Formalismen dadurch bemerkbar, daB Bezie-
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hungsformeln, also etwa Formeln der Gestalt A & B, A =B -
durch sie werden ja in der Begriffslogik Urteile vertreten -
selbstédndig in Herleitungen auftreten konnen, was fiir andere
Formeln nicht gilt. Behaupten eines Yrteils heiB+t hier so viel
wie: Die zugehdrige Beziehungsformel zum Anfang einer Herlei-
tung machen.

Damit ist aber bei weitem noch nicht alles fiir Urteile Cha-
rakteristische zum Ausdruck gebracht. Es bedarf noch beson-
derer Axiome, um die volle Urteilslogik zu gewinnen. Rein
syntaktisch kann man das auch daran sehen, daB die urteils-
logisch ableitbaren Formeln Av -A und A = (B => A) zB,

in BGSY nicht ableitbar sind. Av - A zB. ist nicht ableitbar,

weil BGSY nur Formeln der Gestalt A £ B, A = B ableitet.

aur Charakterisierung der vollen Urteilslogik widhlen wir das
sog. Aristotelische Wahrheits- oder Urteilsprinzip, das etwa
besagt: Jedes Urteil A ist gleichbedeutend mit dem anderen

Urteil "A ist wahr" bzw, "A gilt". Als Regel geschrieben:

Den durch diesen Zusatz aus BGS™ entstehenden Kalkiil nennen
wir BGSE. Um ihn von unseren ilibrigen begriffslogischen Kal-
kiilen geniigend zu unterscheiden, wollen wir hier nur groBe

Buchstaben 5ls Variablen verwenden.
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Man beachte, dad die VYeduktionsregel ¢ a) (vgl. S. 47) nun
auch auf Herleitungen angewandt werden kann, in denen von

der neuen Regel u) Gebrauch gemacht wurde.

So gewinnt man aus u) durch zweimalige Anwendung von b a) un-
mittelbar die Formel

~

u) v A=(A=1)

Man sieht sofort, daB in diesem neuen Kalkiil die Formel

Av = A in der Ubersetzung A+ ableitbar ist, da sich A+R = 1
in BGSY ableiten 148t (vel. Satz 14)).

Das Urteilsprinzip in Gestalt der Regel u) oder der Formel ﬁ)
macht die spezifische Differenz zwischen Begriffs- und Ur- ‘
teilslogik aus. Mit seiner Hilfe gewinnt man einige wichtige
Theoreme, die dann den Nachweis der Aquivalenz der Kalkiile
BGSE und APL ermbglichen. Diese Aquivalenz behauptet Satz IIT
den wir im folgenden Paragraphen beweisen werden.,

Alle bisher betrachteten begriffslogischen Formalismen er-
weisen sich jedoch als nicht so stark wie die volle Urteils-
logik bgw. der Kalkiil APL. Die Urteilslogik ist damit in
gewisser Weise die speziellste logische Theorie und hat als

solche den engsten Anwendungsbereich.

= B -

§ 2.2 Die Hquivalenz der Kalkiile BGS| und APL

Wir geben zunichst die Ubersetzung der Zeichen an:

BGS; AEB A =B AB A+B i
APL A >B A& B AAB AvB -A
Bash ma T A

u x P X X
APL Ax Ax Vx AX

Die Indizes in begriffslogischer Schreibweise entsprechen
den Individuenvariablen der Prddikatenlogik, die jedoch neben

die Quantoren gesetzt werden, wihrend die Indizes unter dem

logischen Zeichen stehen.

Der Aquivalenzbeweis hat wieder zwei Teile: Es ist BGSE £ APL
und APL & BGSE zu zgeigen.

Den Nachweis, daB alle in APL ableitbaren Formeln eine in
BGSS ableitbare Ubersetzung besitzen, werden wir in gewohnter
Weise fiihren. Die Umkehrung ergibt sich folgendermaBen: Da
der Kalkiil APL bekanntlich vollsténdig ist, also alle allge-
meingiiltigen Formeln ableitet, geniigt es zu zeigen, daB in
BGSS nur allgemeingiltige Formeln ableitbar sind. Damit ist

dann die Aquivalenz der beiden Kalkiile bewiesen.

Wir benctigen die folgenden Hilfss#tze:

24) a=b, b=c + a=c a=b + b=a
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25) atb 4+ a+b =1

26,) + (A &£ B) = (Z+B)

Beweis: (1) (A £ B) = (E+B = 1) + a) aus 25)
(2) (E+B) = (E+B = 1) )
(3) (E+B = 1) = (E+B) 24) aus (2)

(4) (A £ B) = (&+B) 24) aus (1), (3)

27u) AL (BLC) 4+ ABEC

Wenn man A £ B urteilslogisch mit "Wenn A, dann B" iber-
setzt, dann besagen die beiden letzten S&tze folgendes:

26u): "Wenn A, dann B" bedeutet dasselbe wie "Nicht-A oder B"
27u): Eine gestaffelte Wenn-Dann-Behauptung "Wenn A, dann:

Wenn B, dann C" 1#Bt sich #dquivalent umformen in "Wenn A

und B, dann C",

Agquivalenzbeweis von BG8; und APL

a) Zum Nachweis von BGSE L APL sind lediglich die Formeln
4.1 bis 4.3 und die Regel 4.6 zu iibersetzen und in BGSE
abzuleiten, da die Axiome 4.4 bis 4.8 wortliche Uberset-

zungen von 2.2', 2.3' und 2.8', 2.9' in BGS, sind.

4.1 AL (BE&A)
Beweis: (1) AB £ A 2.2
(2) AL (BEaA) 27,) aus (1)
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4.2 (A£(BL£C)) E((ALB) £ (AL
Beweis:
(1 LA
(2) £ B
(3) A £ AB
(4) AB & C
(5) 4actg¢
(6) (ALB)aBELC) L (Al
(7) (& £ B)(AB £¢C) = (AB L C)(4a £ B)
(8) (AB £ C)(A £B) £ (AL B)(ABZL Q)
L

(9) (AB£C)(atB)L(alo

(10) (AB £ C) &£ ((A£3B)L£(at0))
(11) A £ (B £ Q)

(12)
(13)
(14)

AB £ C
(AL (BLQ)) L (AB £ Q)
(AL (BLcC))L£((atB)L(a

-~
\N
—~
=l
=
ol
—
I
—~
joc}
I~
=
~—

-~
(&)}
=
=
I~
(s}
T
o

21

Ann.

2.8 aus (1), (2)
Ann.

2.6 aus (3), (4)

+ a) aus (2), (4),
5) (5)
2.7 aus (7)

2.6 aus (6), (8)
27,) aus (9)

Ann.

27u) aus (11)

+ a) aus (11), (12)
2.6 aus (10), (13)

Zusammen mit den Beweisen von 4.% und 4.6 ist damit

BGSE £ APL nachgewiesen,

b) Der Nachweis von APL & BGSE ist trivial.

Fiir 2,2', 2.%'; 2.8', 2.9'; Sp), Sp') ist nichts zu zeigen,

da diese Axiome beiden Kalkililen gemeinsam sind.

Ubersetzt man die librigen Axiome von BGS; in die Symbolik

von APL, wobei fiir 1

A =2 A und fiir O

-(A = A) zu wihlen
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ist, dann geigt sich, daB die Grundformeln 2.1 bis 2.5
Tautologien sind und die Grundregeln 2.6 bis 2.9, u), + b)
stets von tautologischen PriZmissen zu ebensolchen Konklu-
sionen fiihren. Daraus folgt, daB auch die Regel » a) nur
tautologische Formeln liefert.

Damit sind in der Ubersetzung von BGS; nur Tautologien
ableitbar. Da APL vollstEndig ist, also alle Tautologien

ableitet, ist damit APL &£ BGS] erwiesen,

Hier endet der Aquivalenzbeweis.

Wir merken noch folgendes an:

1. Fiir den eben gegebenen Aquivalenzbeweis braucht man Bhol
BGSS nur die Spezialfille n = 1, n = 2 der Deduktionsregel

+ a) vorauszgusetzen. Also: A+ B und A A, - B

17 ~2

L L
A1 = B A1A2 £ B

2. Auf die Abtrennungsregel r b) kann man sogar ganz vVer-

zichten, da sie fir den Fall n = 1= A1, A1 L B schon aus
der Regel u) folgt (s. o. 4.6). B
Mit Hilfe des urteilslogischen Satzes 27u): A1A2 £EB H4Ar

A1 L (A2 L B) ergibt sich daraus ger Fall n = 2%

AW’ A2, A1A2 =B und falls man Satz 27u) auf beliebiges n

B verallgemeinert, auch die allgemeine Form
der Abtrennungsregel, also + b).
Piir urteilslogische Kalkiile ist also der Fall n = 1 der Ab-
trennungsregel ausreichend, was begriffslogisch nicht gilt.

Hier sind mindestens die Falle n = 1 und n = 2 erforderlich.

Wir wollen unsere bisherigen Ergebnisse durch ein Diagramm

graphisch veranschaulichen und zusammenfassen.

- T =
§ 3 Graphische Darstellung der bisherigen Ergebnisse
Satz II
BGS < BFF
BGgs*
v
BGS, BGS,
BGS) BG S,
\\\ L ,/gmlv
-
B GS,
Satz III
APL
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Das Diagramm zeigt die wichtigsten Abkommlinge der Begriffs-
logik, hier entwickelt auf der Grundlage des Kalkilils BGS.

Alle Kalkiile beschreiben Boolesche Algebren mit verallgemei-

nerten Operationen.

BGS, BGsT sind Kalkiile der Reinen Begriffslogik.

BeS" entsteht aus BGS durch die zusdtzlichen

Regeln:
+ a) Deduktionsregel Ay, ... , A, F B
o
Ay A, = B
+ b) Abtrennungsregel
Ay eee s Ay Ay ... A, £ B
B
BGSQ der Kalkiil der Angewandten Begriffslogik, be-

schreibt eine atomare Boolesche Algebra.

Zusatzregel gegeniiber BGst:

a) al 41
b =0
BGSE beschreibt eine zweiwertige bzw. zwei-elementige
Boolesche Algebra. Zusatzregel gegeniiber Bas':
0/1) a8 = 4 a £ 1
a # 1 a=0
st Kalkiil der (vollen) Urteilslogik,

Zusatzregel gegeniiber Bash:
u) A A =1

A =1 A

= 7% =

In dieser Ubersicht tauchen zwei noch nicht besprochene Kal-
kiile auf: BGS? und BGSE,.

BGS? entsteht aus BGSF durch Zusatz der Grundformel:

s) 1& 06 bzw. 1L£0 (s) als Abkiirzung fiir
singulér)

Dieser Kalkil beschreibt eine singulire (= einelementige)
Boolesche Algebra und vertritt logisch sozusagen die "leere
Welt", da hier "alles (1) nichts (0) ist".

Der Kalkiil BGSE, besitzt dieselbe Zusatzregel wie BGSE. Diese
darf hier jedoch nur auf Beziehungsformeln angewandt werden,
also auf Formeln, die mindestens ein % oder ein = ent-
halten.

Wir bezeichnen BGSE, als Kalkiil der Gemischten Begriffslogik
im Gegensatz zu Kalkiilen bis hin zur Starke von BGSF, die
Kalkiile der Reinen Begriffslogik heifen.

Man kann jeden Begriffskalkiil durch die Regel u') verstirken.
Es gilt dann auf der Ebene der Beziehungsformeln die volle
Urteilslogik, wihrend die iibrigen Formeln nur den jeweiligen
begriffslogischen Gesetzen unterliegen. Dieser Gedanke soll

hier jedoch nicht weiter verfolgt werden.

Die Art-Gattungs-Beziehungen zwischen den BGS~Kalkiilen im
Diagramm ergeben sich i. a. von selbst, da meistens die spe-
zielleren Kalkiile aus den allgemeineren durch Erweiterung

des Axiomensystems entstehen. Die Begriindung fiir die Bezie-~

+

hungen zwischen BGSE und BGSE sowle zwischen BGS2

’_
und EGSa
werden wir im folgenden noch nachtragen.

DafB es sich jeweils um echte Verstdrkungen handelt, das Zei-

chen e— also zu Becht zwischen zwei Kalkiilen steht, be-
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weist man am einfachsten durch die Angabe einer Formel, die
zwar im stdrkeren, nicht aber im schwicheren Kalkiil ableitbar
ists

Zum Beweis von Satz IV: BGS| & BGSh ist die Regel 0/1) in
BeSh abzuleiten (vel. S. 44):

Ann.
A £ 1
W o
55 (A?é1) =1 154)
- 1L(a#) T=0
w) 15) e 2.*
A=(aA=1) (A=1) L7 Tto0
2.7 2.6
AL (a=1) (A=1)%t0
2.6 2.8
ALto 0£A4A
2.6
A=0
w) Ann
= =1 = 0
13 A (A ) A 2.t
15') 2.6 A=1p &8 LEO
0 =1 (A=1) %o
2.7 15
- -
1 LD OE(A¢1)1 2.5
1 & (8 £1) (A #£1) &1
2.6
(A #£1) =1
—_— )
A # 1

Umgekehrt sieht man leicht, daB zB, die Formel a+a (A+A) zwar
in BGSE (mit Hilfe von Theorem 14) und Regel u)), nicht aber

in BGSE ableitbar ist. Es gilt demmnach: BGS; — BGSE.

Die Urteilslogik ist also eine spezielle zweiwertige Begriffs
logik. Die Zweiwertigkeit allein - ausgedriickt etwa durch die

Regel 0/1) - macht's noch nicht !

- T -

vaB nun die zweiwertige Begriffslogik eine angewandte ist,
rgibt sich so:
Da innerhalb von BGSZ die 1 das einzige Individuum ist, m,

L. W. alle Individuen gleich 1 sind, 148t sich die Regel a)

nier ohne weiteres ableiten.,

I1)
ot #0
0/1') —— Ann.
el =1 clgv |
2.F —— —_— 207)
A des
2.6 15")
156 T=0
15) 2.7
LT TLo
2.6 2.5
b £0 0Ltb
2.7
b=0

Andererseits kann aber die Regel a) der Angewandten Begriffs-
Llogik nicht die Regel 0/1) der zweiwertigen Begriffslogik

zur Folge haben, da man sich leicht einen Booleschen Verband
aus vier verschiedenen Elementen konstruieren kann, der dann
trivialerweise atomar ist.

Daher gilt also die Beziehung BGSE <-—<13ng.

Damit sind nun alle im Diagramm verzeichneten logischen

Beziehungen zwischen den Kalkiilen nachgewiesen.
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§ 4 Zusammenfassung

Im vorangehenden Kapitel haben wir die Hierarchie der be-
griffslogischen Kalkiile weiter ausgebaut und die Beziehungen
dieser Formalismen untereinander in vieler Hinsicht gekldrt.
Dabei erwies sich die durch ein besonderes Urteilsprinzip
verstirkte Reine Begriffslogik als #dguivalent zur Aussagen-
und Pradikatenlogik (erster Stufe).

Kurz gesagt: Reine Begriffslogik plus Urteilspringzgip ergibt
die Urteilslogik, die einen besonders wichtigen unter den
verschiedenen Abkdmmlingen der Begriffslogik darstellt.

Thre Sonderstellung zeigt sich rein syntaktisch schon daran,
daB hier nicht nur - wie bei den anderen Logikkalkilen -
jedes Beziehungszeichen auch als Verkniipfungszeichen ver-
wendet wird, sondern sogar die Umkehrung gilt: Jedes Ver-—
kniipfungszeichen tritt auch als Beziehungszeichen auf.

Dies unterscheidet die Urteilslogik insbesondere auch von
der etwa durch den Kalkil BGSE reprisentierten zweiwerti-
gen Begriffslogik.

Ein interessantes Zwischenglied zwischen Reiner Begriffs-

und voller Urteilslogik bildet der Kalkiil der Gemischten

Begriffslogik BGSE,. Er gibt die Moglichkeit, Beziehungs-
formeln wie Urteile, alle iibrigen Formeln aber lediglich wie
Begriffe zu behandeln.

Mit der erwihnten Hierarchie der Kalkiile ist unsere "Welt-
anschauung" - wenigstens was logische Probleme betrifft -

geniigend scharf umrissen: Wir werden in Zukunft bei der Be-

handlung von mehr philosophischen Fragen oder Grundlegungs-

— T

problemen der Einzelwissenschaften zunichst einmal die Po-
sition der Reinen Begriffslogik einnehmen und nur in beson-
deren Fdllen auf die spezielleren Kalkiile zuriickgreifen.
Argumente, die offen oder versteckt von spezielleren Vor-
aussetzungen etwa der Angewandten oder der Urteilslogik Ge-
brauch machen, miissen daher genau gepriift werden.

Das wird insbesondere beziliglich der intuitionistischen Kritik

am Tertium-non-datur einschneidende Folgen haben.
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VI. Exkurse

§ 1 Ubersicht

Im AnschluB an unsere Betrachtung begriffslogischer und ur-~
teilslogischer Kalkiile ergibt sich eine rein logische Losung

des sog. Antinomienproblems. Eine genaue Analyse der im Zu-

sammenhang mit Antinomien auftretenden Argumentationen zeigt,
daB es echte Antinomien nicht gibt. Dh. aus tatsdchlich wider;
spruchsfreien Pramissen kann nicht auf korrekte Weise ein Wi~
derspruch gefolgert werden. Bei jeder der bekannten sog.
Antinomien steckt ein i, a., nicht auf den ersten Blick zu
entdeckender Widerspruch schon im Ansatz. Die hier vorliegen-
den Verhdltnisse kdnnen mit Hilfe der Logik allein v&llig
aufgeklért werden. Die heute iiblicherweise vorgeschlagenen
Vorkehrungen zur Verhinderung antinomischer Primissen oder
Begriffsbildungen sind iiberfliissig. Das hat Folgen insbeson-
dere fir die Axiomatische Mengenlehre und die Grundlegung

der Mathematik.

Eine weitere Uberlegung beschiaftigt sich mit der Kritik der

sog. Intuitionisten am Satz vom Ausgeschlossenen Dritten.

Wir werden zeigen, daB die in diesem Zusammenhange vorgebrache
ten iiblichen Argumente von der Position der Reinen Begriffs-
logik aus betrachtet nicht zwingend sind, da sie stillschwei=-
gende Voraussetzungen machen, die nur in spezielleren Logik-

systemen gelten.
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§ 2 Zum Antinomienproblem

Ohne auf die umfangreiche Literatur zur Geschichte und Bedeu-—
tung der Antinomien einzugehen, wollen wir hier nur auf eine
Mdglichkeit hinweisen, das Antinomienproblem mit Hilfe der
bereitgestellten Kalkiile rein logisch zu l6sen.

Man spricht von einer Antinomie, wenn sich aus anscheinend
widerspruchsfreien Pramissen auf korrekte Weise ein offen-
sichtlicher Widerspruch folgern 1#B8t., DaB hier in Wirklich-
keit schon die Primissen einen wenn auch versteckten Wider-
spruch enthalten, es sich also tatsichlich nicht um eine
Antinomie im echten Sinne, sondern hSchstens um eine Para—
doxie handelt, werden wir allgemein und auch an einzelnen
Beispielen zeigen.

Wir behandeln zundchst den schon in der Antike bekannten
"Ligner", der sich formulieren 138t als: "Was ich jetzt
sage, ist falsch". Nimmt man nun an, diese Behauptung sei
wahr, so folgt ihre Falschheit; nimmt man anysie sei nicht
wahr, also falsch, so folgt wieder das Gegenteil.

Die Antinomie 148t sich folgendermaBen in den Kalkiil BGSE
iibersetzen:

L = (Was ich jetzt sage, ist falsch)

"Was ich jetzt sage ..." ist aber gerade der Satz I selbst.
Also:

L = (L ist falsch)

"L ist falsch" wird im urteilslogischen Kalkiil BGSS durch

L = O ausgedriickt, so daB der "Liigner" folgende Form annimmt:

L =(L =0).



- 80 -

Die dazugehdrige Argumentation zeigt nun folgendes:

L=(L=0), =1 F L#1

L

1l
it

(L=0), L#1 ¥ L=1

Offenbar wird dabei v5llig korrekt geschlossen:

Ann. Ann, Ann.
L=(L=20 L=(L=20 L 1
( ) 24) Ann. _(____)zu) * 0i1)
(L=0)=1 L=+t (L=0)=1 L=20
k) H)
(L =0) =1 (L =0) =
1Y) 15) _
= (L £0) = 0=1
0/1) 24)
# 1 (L #0) =1
W
L#£O0
o/4)
=1
Und zwar nach dem Schema A, B + B
A, B » B

Ohne Riicksicht auf den speziellen Inhalt der
in dieser Situation - wie im Anhang bewiesen

widerspriichlich ist, also: A = O.

Pramisse A folgt
wird -, daBB A

Im Falle des "Liigners" 148t sich auch noch auf andere Weise

zeigen, daB die antinomische Priémisse I = (L = 0) wider-

spriichlich bzw. die Negation eines logischen

Theorems ist.

Zum Beweis dieser Tatsache bendtigen wir folgende Hilfssétze:

I~

28) atb,atb r b#a
29) a=b,a#tc + b#fec

afgc,b=c F a#b

30.) + (A=Ek)=0, A#£Z%

31

Der Beweis, daB der "Liigner" schon im Ansatz einem logischen

Theorem widerspricht, sieht nun so aus:

314)
30, T = =
) (L =0) -
L#£7T (L=0)=1
29)

L#(L=0)

Das aber ist die Negation von L = (L = 0).

AuBerdem folgt noch ohne weiteres:

(L=(L=0)) =0.

Wir haben nun gezeigt, daB die eigentlich antinomische Pri-
misse in der "Liigner"-Argumentation die Negation eines ur-
teilslogischen Theorems oder - was urteilslogisch dasselbe
bedeutet - einfach widerspriichlich ist.

T48% man in dem SchluBschema A, B + B; A, B ¢+ B die
Pramisse A unter den Tisch fallen, so gelangt man zu der
irrtiimlichen Ansicht, es l&gen die Ableitbarkeitsbeziehungen
B + B und B + B vor, womit dann B = B innerhaldb der
Logik ableitbar wire.

Urteilslogisch widre dies ein Widerspruch, da ja urteilslogisch
+ B # B gilt. Begriffslogisch wire jedoch auch dies noch
kein Widerspruch, wie der widerspruchfreie Kalkil BGS?

zeigt.
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In der Sprache der iiblichen Aussagenlogik 1&Bt sich der

"Liigner" so schreiberi:

Lo (L& Aan-hd) A A=A oder auch =(A > A) ent-

spricht der O in BGSZ.

Man kann leicht nachrechnen, daB es sich hier um eine immer-
falsche Formel, eine Kontradiktion, handelt,

Die der Formel W) entsprechenden Formeln T « (L & Av o)
bzw, L e (L& (A > A)) dagegen erweisen sich als Tautolo-
gien, aussagenlogische Theoreme.

iber L selbst folgt dabei gar nichts, weder L = 1 noch L = 0.
Formt man das SchluBschema A, B + B; A, B + B urteils-~
logisch Zdgquivalent um zu A + B = B, so ist freilich aus
der Pramisse A der urteilslogische Widerspruch B = B ab-
leitbar. Da sich aber A -~ in unserem Falle die Formel

L = (L = 0) - auch auf anderem Wege als widerspriichlich her
ausgestellt hat, ist hier logisch alles in Ordnung. Die gan-
ze Situation hat eigentlich nichts Antinomisches mehr an
sich., Jedenfalls wurde nicht aus tatsdchlich widerspruchs-
freien Primissen ein Widerspruch abgeleitet.

Damit ist die sog. "Liigner"-Antinomie rein logisch aufge-
k1irt und die heute iiblichen Erklirungsversuche diirften

sich als hinfallig erwiesen haben. Die Antinomie hat ihren
Grund insbesondere weder in der Besonderheit eines irgendwie
definierten Wahrheitsbegriffes, noch in einer durch Riickbe-
ziiglichkeit bzw. Zirkularitdt zustande gekommenen Vermengung
von Sprachschichten, sondern lediglich in der Widerspriich-

lichkeit ihrer entscheidenden Prémisse.
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Daraus ergibt sich, daB alle methodologischen Forderungen, die
man aus dem Auftreten der ILiignerantinomie glaubte ableiten

zu miissen, wie strenge Unterscheidung von sprachschichten

etc., vollstdndig Uberfliissig sind.

Will man unbedingt von Sprachschichten sprechen, so kdnnte man
sagen, daB Formeln der Gestalt A = B, A £ B den Formeln

A, B gegeniiber der nichst hoheren Schicht angehtren. Hier
gilt jedoch auf jeder Schicht dieselbe Logik., AuBerdem
konnen Formeln verschiedener Schichten durchaus dquivalent
sein, wie etwa A und A = 1 in der Urteilslogik.

Dies fiilhrt zu einer weitgehenden Vereinfachung der Philo-
sophie der Logik und der Sprache.

Argumente, die von der Liignerantinomie wesentlichen Gebrauch
machen, sollten Jjeweils einer genauen Kontrolle unterzogen
werden, da sie vermutlich nicht stichhaltig sind.

Doch wollen wir dies hier nicht durchfithren.

Anhnlich ist die Lage bei den Antinomien von Russell und Grelling.
Hier wird eine Menge bzw. ein Begriff auf widerspruchsvolle
Weise definitorisch eingefithrt.

Bei der Russellschen Antinomie geht man davon aus, daB sich
beliebig groBe Mengen, also Mengen von Elementen, Mengen von
Mengen etc., bilden lassen. Andererseits hat man, so wird
allgemein angenommen, zu jeder beliebigen Eigenschaft eine
zugehdrige Menge, die genau diejenigen Individuen enth&lt,
denen die betreffende Eigenschaft zukommt.

Normalerweise wird es so sein, daB sich eine Menge nicht selbst

als Element enthdlt. Dies gilt z. B, filir die iiblichen Mengen
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der Mathematik: Zahlen, Funktionen, Punkte etc. Die Menge
der natiirlichen Zahlen ist ja selbst keine natiirliche Zahl,
enth8lt sich also nicht als Element.

Wdhlt man die eine Menge konstituierende Eigenschaft sehr
allgemein, so kann es vorkommen, daB sich eine Menge nun
selbst als Element enthilt; zB. gilt das von der Menge
"gller denkbaren Dinge". Diese ist selbst denkbar, somit ihr
eigenes Element.

Russell bildet nun die "Menge aller der Dinge, die sich
nicht selbst als Element enthalten'.

Ein x gehdrt zu dieser Menge - sie heiBe r - genau dann, wenn

es sich nicht selbst als Element enthdlt. In Formeln:

Ax (xer o -(x €x))

Hieraus folgt nun sehr schnell ein Widerspruch:

(1) Ax(xer o -(xex)) = (rer & ~(rer)) &y

(2) Ax (xer & ~(x e€x)) Ann.

(3) " rer & ~(r er) 4.6 aag (1),

Form: A + B =B.

Die Argumentation hat also die
Sie 148t sich natiirlich auch auf das Schema A, B + 3B;
A, B + B bringen, Man fragt dann: Gilt r e r oder

+(r er) ?

Bei der Russellschen Antinomie liegt der Fehler darin, daB
die Menge r nach einem Schema definiert wurde, das eine

logische Kontradiktion enth&lt. Ein solches r kann es n&mlich
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aus rein logischen Griinden gar nicht geben; und zwar ganz
unabhéngig von der Natur der dabei auftretenden zweistelligen

Relation. Es gilt der allgemeine Satz:ln

32u) - Vy Ax (Axy < -(Axx))

§ Q (Axy = K;;) =0

Die Definition der Russellschen Menge aber hat gerade das

regenteil dieses Satzes zur Folge, im Spezialfall € fiir A:

Nx (xer & -(x €x)) > Vy Ax (x ey & -(x € x))

4. 5

Auch hier zeigt sich, daB weder eine besondere Unart der
BElement-Beziehung fiir die Antinomie verantwortlich ist, noch
die Nichtbeachtung gewisser Mengenschichten, wie sie zB. in
der Russellschen Typentheorie gefordert werden. Diese ver-
hindert zwar das Auftreten der erwidhnten Antinomie, erklirt
e¢s aber nicht.

Doch liegt der Grund fir die Antinomie mit im sog. Kompre-
hensionsschema, nach dem die Menge gebildet wurde:

K) Vy Ax (x ey & F(x)) fir beliebige Eigenschaften F.
Jie Annahme, hier ldge der Grund fiir die An‘cinomie, ist

#eit verbreitet. So nehmen so gut wie alle axiomatischen
flengenlehren - neben anderen Einschrénkungen - eine Veridnde-

rung des Komprehensionsschemas vor, um die Russellsche Anti-
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nomie zu verhindernf”Bei v. Neumann unterscheidet man zwischen
Klassen und Mengen und formuliert den inneren Teil der Formel
501

x € y & F(x) A Mg(x), wobei Mg(x) bedeutet: x is%t

Menge,

Zermelo faBt das Komprehensionsschema als "Aussonderungsaxiom"

fiilr Teilmengen schon vorgegebener Mengen auf:

x €y ¢ F(x) A x € A, wobei A die vorgegebene Menge

ist.

Diese Tricks beseitigen die Aptinomie und fithren nicht auf
die widerspriichliche Konsequenz T €T <> +(r e r) im Falle
der Russellschen Konstruktion, sondern zB. bel v. Neumann

auf die Folgerung, daB r keine Menge sein kann: - Mg(r).

Tetztlich ist das Komprehensionsschema fiir das Auftreten

der Russellschen Antinomie verantwortlich, es ist n8mlich
nicht allgemeingiiltig in dem Sinne, da es zu

jeder beliebigen Eigenschaft, genauer: zu jedem Kollektiv,

ein Mengen-Individuum gibe, das genau die unter die betreffen~
de Eigenschaft fallenden Individuen als Elemente enthdlt.

Eigenschaft

Das sieht man am Beispiel der Russellschen
n"sich nicht selbst als Element enthaltend": ~(x € x), die
nicht widerspriichlich ist - jede endliche Menge hat zB. diese

Eigenschaft -, zu der es aber aus rein logischen Griinden

die zugehtrige Menge, die Russellsche "Menge", nicht gibt.
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An dieser Stelle fragt man sich wiederum, - wenn schon die
Mengenlehre zur Grundlegung der Mathematik taugt, aber wegen
der ungeniigenden Allgemeinheit des Mengenbegriffs Schwierig-
keiten macht -, ob es nicht mdglich ist, die ganze Mathema-
tik auf begriffslogische FliBe zu stellen, von den Mengen,
deren Existenz ja nicht in jedem Falle gesichert werden kann,
Abschied zu nehmen und als neue Grundlage die Theorie der
Kollektive zu wéhlen}b)

Zumindest bei unendlichen Gesamtheiten hat ja der Begriff
gegeniiber der Menge ohnehin einen Vorrang. Denn er bestimmt,
was zur Menge gehdrt und was nicht. Die Menge muB ja gewisser-
maBen erst nachtridglich gebildet werdeﬁq)Fﬁr die Grundlegung
der Mathematik, aber auch fiir die mathematische Praxis scheint
die Voraussetzung von Individuen und Kollektiven zu geniigen.
Dariiber hinaus noch die Existenz von Mengen zu fordern, diirfte
Uberfliissig sein.

Vielleicht hat Cantor selbst unter "Menge"vgerade unser
"Kollektiv" verstanden. Aus dem "Paradies der Kollektive"
braucht man sich n&mlich - um frei mit Hilbert zu reden -
nicht vertreiben zu lassen, da dessen Widerspruchsfreiheit
trivial gesichert ist, etwa durch das Beispiel der zweiwer-

tigen Begriffsalgebra,

Hinter der Antinomie von Grelling steckt dasselbe logische
Schema wie hinter Russells Konstruktion. Nur sieht sie
mehr "semantisch" aus, weil zu ihrer Formulierung die
Bedeuturigsrelation benutzt wird.

Bei den Wortern einer Sprache kann man fragen, ob die Bedeu-
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tung eines bestimmten Wortes auf dieses Wort selbst zutrifft
oder nicht. So ist zB. das Wort "dreisilbig" selbst dreisil~
big, "einsilbig" dagegen ist nicht einsilbig. Worter, auf die
ihre eigene Bedeutung zutrifft, heiBen autolog, die iibrigen
heiflen heterolog.

Filhrt man xZy als Abkiirzung ein fiir: "Die Bedeutung des
Zeichens y trifft auf das Zeichen x zu", so kann man "hete-

rolog" (h) definieren durch:

A x (xZh & -(xZx))

und daraus folgt sofort - analog wie bei Russell:

hzh ¢ =(hZh).

Auch hier finden wir: Fiir den offensichtlichen Widerspruch
ist weder die Bedeutungsrelation Z, noch die Nichtunterschei-
dung von Sprachschichten etc. verantwortlich. Derselbe lo-
gische Fehler wie bei Russells Antinomie erzeugt den Wider-
spruch.

Ahnliche Analysen konnte man auch fiir die vielen anderen
bekannten Antinomien wie etwa die von Richard, Quine, Shen
Yuting u. a. vornehmen. Wir wollen das hier jedoch nicht tun.
Man kann ganz allgemein Antinomien erzeugen, indem man in
Argumentationen Pramissen verwendet, die logischen Theo-
remen widersprechen.

Zum AbschluB dieser skizzenhaften Bemerkungen kann man sagen,
daB die heute fir so wichtig gehaltenen Vorkehrungen zur
Verhinderung von Antinomien innerhalb der Mathematik, aber

auch in der Logik und Sprachphilosophie iberfliissig
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sind und diese Disziplinen nur unnétig komplizieren. Die

daran anschlieBenden Betrachtungen iiber die philosophische
Tragweite der Antinomien dlirften zum groBten Teil hinfgllig
sein, Was speziell die mathematische Logik betrifft, so miissen
hier Beweise, die wesentlichen Gebrauch von antinomischen oder
antinomie-shnlichen Konstruktionen machen, in Zukunft mit

duBerster Skepsis betrachtet und iiberpriift werden.

Grunds&tzlich muB man bei jedem Widerspruch unterscheiden, ob
er a) in einem (Logik-)Kalkiil formulierbar,

b) in einem (Logik-)Kalkiil ableitbar oder

¢) in einem (Logik-)Kalkiil hypothetisch ableitbar ist.
In allen betrachteten Fdllen trafen a) und c) zu, nicht aber
b). Der "Liigner" war innerhalb der Urteilslogik fdmulierbar,
Russells und Grellings Konstruktionen konnten in einer durch
geeignete Zeichen erweiterten Urteilslogik ausgedriickt wer-
den. Die auftretenden Widerspriiche waren jedoch in den ge-
nannten Kalkiilen nur unter Verwendung einer bereits wider-

spriichlichen Prdmisse ableitbar.

Ganz allgemein sieht man die Unmbglichkeit echter Antinomien
im anfangs erwdhnten Sinne so ein: Wenn aus den Primissen P1,
. Pn ein Widerspruch ableitbar ist, etwa sowohl A als auch
K, dann gilt gemsdB Regel + a), S. 41, F Py o Py =0 als
logisches Theorem. Dem widerspriche dann die Annahme, die Pra-
missen seien tatsichlich vertriglich, es gelte also

Po.. P # 0.
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§ 3 Zur intuitionistischen Kritik am

Tertium-non-datur

Die folgenden Bemerkungen laufen darauf hinaus, daB die ib-
liche Kritik am Tertium-non-datur von der Position der Reinen
Begriffslogik aus nicht gefiihrt werden kann, weil sie starkere
Voraussetzungen, insbesondere die der Angewandten Logik, zu-
grunde legt.

Bevor wir auf dieses Problem nidher eingehen, wollen wir uns
noch einige kalkiiltechnische Hilfsmittel verschaffen. Sie be-
treffen die Zeichen TI und ¥ , die bisher nur in Verbindung
mit indizierten Formeln auftraten und deren Bedeutung im
Kalkiil durch die Axiome 2.2', 2.3', 2.8', 2.9' und Sp') fest=
gelegt war. Wir wollen nun Produkte und Summen einfithren, die
gsich auf beliebige Formeln beziehen.

In den folgenden Axiomen sei f(x) eine die freie Variable

x enthaltende Formel, aus der f(y) dadurch entsteht, daB

man x iiberall durch die Formel y ersetzt.

Grundformeln Grundregeln
2.2" W f(x) £ £(y) 2.8" a L f(x)
x

a £ T £(x)
2.3"  £(y) £ £(x) x
x

2.9"  f(x) £ a

T f(x) £ a
X

In a darf x nicht frei vorkommen.
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Sp") Variablen diirfen durch beliebige andere ersetzt werden.
Dabei miissen freie Variablen frei bleiben und bei ge-

bundenen darf sich die Bindung nicht #ndern.

Gab es bisher freie und gebundene Indizes, jedoch nur freie
Variablen, so haben wir es jetzt auch noch mit gebundenen
Variablen zu tun. "Frei" und "gebunden" ist dabei ganz ana-
log wie bei Indizes definiert.az)

Man erh&lt so einen ausdrucksstirkeren Kalkiil, der - was hier
nicht weiter verfolgt werden soll - in enger Beziehung zur
sog. Prddikatenlogik zweiter und hoherer Stufe steht, wihrend

die bisherige Indexschreibweise den Ausdrucksmitteln der Pré-

dikatenlogik erster Stufe angepaBt war.

Vorweg sei bemerkt, daB man die Logik selbstverstidndlich auch
so aufbauen kann, daB in ihr der Satz vom Ausgeschlossenen
Dritten nicht gilt, also begriffslogisch die Formel a+a = 1,
urteilslogisch die Formel A+A nicht ableitbar ist oder - was
auf dasselbe hinausliuft - der Satz der Doppelten Verneinung
a = & nicht allgemein gilt{”Dies kann man zB. beim Kalkiil

BFF dadurch erreichen, daB man die Regel 1.62 wegliBt.
Mathematisch interessant widre vielleicht die Frage, ob ein
solcher durch die Axiome + a), + b) und u) verstirkter,

-

"intuitionistischer" Begriffskalkiil lEFF; baw. lBGsu die

volle intuitionistische Urteilslogik liefert, die dann keine
Boolesche sondern eine allgemeinere Algebra beschreibt.
Es fragt sich natiirlich, ob dieser Verzicht auf das Tertium-

S

non-datur von der “ache her notwendig oder wenigstens niitz-

lich ist. Wir werden sehen, daB weder das eine, noch das
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andere zutrifft.
Zur Vorbereitung betrachten wir die vier traditionellen Urteiw

le a, e, i, o mit ihren BGS-Ubersetzungen.

SaP Alle S sind P Sstp,sP=0
SeP Alle S sind nicht P S £P, SP=0
SiP Einige S sind P SP#£0, S ¢5
- . = 34)
SoP Einige S sind nicht P SP#£0, S 4P

Wie man sieht, stehen a und o sowie e und i im Negatverh&ltnis,
Fir das folgende geniigt es, a und o zu betrachten; fir e und
i gelten analoge Uberlegungen.,

a- und o-Urteil lassen sich auch so ausdriicken:

SaP Jede Art x von S ist auch Art von P, dh. wenn x
Art von S ist, dann ist x auch Art von P.
SoP Es gibt eine widerspruchsfreie gemeinsame Art von
S und P bzw. es gibt eine Art x, die unter S, nicht#

aber unter P fallt.

Diese Umschreibungen entsprechen den folgenden Sdtzen 36) und

%7), zu deren Beweis man die S#tze 33) bis 35) benctigt.

3%) + ab = a+b, a+tb = ab

"T%‘zia_i’zai:g%
FTTE(x) = ET(x), S f(x) = nTE)
X X X X

= 9% =

f(x) « g(x) v TWH(x) & Welx), T f(x) £ ¥ elx)
X X X X

35) atb,btec,cta + a=b,b=c, c=a
36) F(S&£P)= M ((x&8) £ (x£tP)) Bei 36), 36'), 37):
X

X bzw. y nicht frei

35)in S, B

I~

36') r(SE£P)= MNUPLy) £ (s
Y

37)

T

(SP#0) = T (xLls)(x4pP) = T (xLs)xLlB)x#o0)
X

Innerhalb der Angewandten Logik, also unter den Voraussetzun-
gen des Kalkiils BGSQ, gelten dariiber hinaus noch folgende Um~

schreibungen:

SaP Jedes Individuum XI, das unter S f&llt, fdllt auch
unter P, dh. wenn ein Individuum xT unter S f&llt, so

f&811t es auch unter P.

SoP Es gibt ein Individuum XI, das unter S, aber nicht

unter P (und damit unter P) féllt.zs)

Dies entspricht den S&tzen:

38,y F(S£P) = TM((xl£8) 2 (xL =)
X

a)

3¢)

B9, ¥ (P41 = (G et #) = £ (G ek £ )
X

I
o
T

34) atb,c ac £ bd, a+c &£ b+d

a,€b, » Ma; & Wby, Sa, £ b, Bel 38a)’ 39a)2 x nicht frei in S, P; kein in x freier Index
i i i i

frei in S, P
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Ublicherweise werden die partikuldren Urteile "Einige ...

gsind ..." in dieser speziellen Weise aufgefafBt, obwohl dies

nur unter den Voraussetzungen der Angewandten Begriffslogik
gerechtfertigt ist. Das mag daran liegen, daB sich unser All=-
tagsdenken, aber auch das Denken 2zB., des Mathematikers unbe-
wuBt meist an Kollektiven orientiert. Insbesondere bei der
urteilslogischen Deutung der Begriffe als Satzfunktionen, deren
Argumente Individuen sind, macht sich diese Gewohnheit be-
merkbar.

Der Intuitionist fordert nun zusdtzlich noch, es miisse zu dem
in Satz 39) als existent behaupteten Individuum ein Konstruk=-
tionsverfahren geben. Andernfalls konnten partikulére Urteile,
mindestens soweit sie sich auf unendliche Gesamtheiten be-
zogen, nicht sinnvoll aufgestellt werden.zT)
Es ist klar, daB der klassisch mdgliche Schlufl von a auf o
nun nicht mehr moglich ist, da a und das neue o-Urteil, es
heiBe o', nicht mehr im Negatverhdltnis stehen, Denn o' be-
deutet ja: o-Urteil plus Konstruktionsverfahren, und die
Widerlegung eines a-Urteils liefert eine solches Verfahren -
worin immer es bestehen mdge - nicht.

Sollen dagegen a und o' im Negatverhdltnis stehen, so mu8
nunmehr das Negat andere Eigenschaften aufweisen, und zwar
solche, die einen SchluB von a auf o' verhindern, Speziell
darf nur noch of = a, nicht aber a = o' gelten, was klassisch
dquivalent ist. AuBerdem darf nicht mehr allgemein A+E gel-
ten bzw. nur noch A £ K, aber nicht E £ A. Denn klassisch
kénnte man zur Begriindung eines o-Urteils durch indirekten

Beweis folgendermaBen schliefBlen:

- 95 -

Hierzu wird die Annahme 0 ad absurdum gefiihrt,

So: oder so:
Ann. 0 =a - (Anfang wie links)
6 ota :
rb)
a 0 =a a=0
. — 24)
H o0=0
15) — 15
a =20 0 = 0 =1
45)— — 14)
a=0 0=1 0 =1
- 24) 2.7 - -
24) 1.5
o =1 Vil L
) o &1 150 -
° o =1
)
o

In beiden Beweisen wurde nur intuitionistisch erlaubt ge-
schlossen bis auf die Verwendung der umrandeten Formeln o
und 3 £ o.

Letztere Formel ergibt sich aus dem folgenden Satz

oI

40) + a =

AbschlieBend 1#Bt sich zu dem erwidhnten Einwand gegen das

Tertium-non-datur sagen:

Die Konstruktivitdtsforderung im Zusammenhang mit partikuls-

ren Urteilen kann sinnvoll nur fiir Kollektive gestellt wer-

3.6

den, da Konstruktionsverfahren in jedem einzelnen Falle ihrer

Anwendung ein yndividuum liefern und daher nur eine spezielle

Art von Begriffen, ndmlich Kollektive repridsentieren.
Um den Einwand fithren zu konnen, bendtigt man also die Vor-

aussetzungen der Angewandten Logik, und zwar unabhidngig von
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der Art der verwendeten Negation.

Aus dhnlichen Griinden sind auch Argumente gegen das Tertium-
non-datur, die von der Beweisbarkeit oder Unbeweisbarkeit bzw,
von der Wahrheit oder Unwahrheit von Urteilen handeln, viel=-
leicht fir eine beim Urteil ansetzende Logik von Belang,

nicht aber filir die Reine Begriffslogik. Das NegatverhZltnis
ist hier eine Beziehung zwischen Begriffen, unter die noch
nicht einmal Individuen zu fallen brauchen, und beinhaltet
lediglich die Unvertrdglichkeit und die Vollstidndigkeit der
Alternative. Diese letztere Eigenschaft des Negatverhdltnisses
aufzugeben, besteht flir die Reine Begriffslogik aufgrund der

intuitionistischen Bedenken jedenfalls kein AnlaB.
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VLI, Anhang

§1 Ubersicht

Der Anhang enth#dlt erstens wichtige, im Text nicht gefiihrte

Beweise. Zweitens wird gezeigt, wie sich der mehrdimensionale
Kalkiil BFF zu den Kalkiilen BFF", BFF?, BFFE,
ausbauen 188t. Diese Kalkiile sind jeweils mit den entsprechen~

s . -
BFF,, BFF, ~BFF,

den BFF-Kalkilen Bes", BesY etc. dquivalent, Drittens werden
einige Pragen angeschnitten, die mit dem Verhiltnis von lo-
gischen und nichtlogischen Kalkiilen zusammenhdngen. Den Ab-

schluB bilden einige historische Bemerkungen,

§ 2 Beweise

Die Beweise sind nach den Seiten eingeteilt, auf denen sich

die zugehSrigen Theoreme befinden,

S, 22 - 26

3) s. v. Petzinger (1), S. 18
4) Beweis trivial, ergibt sich unmittelbar aus 3).
5) s. v. Petzinger (1), S. 21.
6) s. v. Petzinger (1), S, 21.

7) ~c 1. Ann. 5. 1.61
Y, ‘
427 2. Ann. 6. 1.9
- -8 /5 ? 3. 1.2 7. 1.5
_ s s s Ts
Q""ﬁts‘b 3

EAN \i ’ 4. 1.61
\
1. A\
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8) 1. Ann. 6. 7) 1a 12 6. 1.5
2. Ann. Te 145 2; 1a2 7. 1.4
B 1w2 8. 2) 3a 1a2 8. 2)
A 15 9. 1) 4. 1.5 9. 1)
5. 1.5 5. 1.61 10, 1.3
9) 1. Ann. 5. 1.5 15) Piir die ersten beiden Regeln s. v. Petzinger (1), S. 13.
2. Ann. 6. 2) Zweimalige Anwendung der ersten beiden Regeln ergibt die
5. 14 Ts 110 Regeln drei und vier,
4. 1.8 .
2 Kt . et
) /M%’—m ; : 2 w>_1_ M 912
Vqug' - 1. f 2. 1%)
e B 3. 2) : 3, 1)
W= 4. 1.3
10) Beweis der zweiten H#lfte des Distributivgesetzes in
v. Petzinger (1), S. 23 f. S, 33z
2.4, erste Halfte: 1. 1.2
11) a AT 1. 1.2 2. 1.2
3"r>/‘ 2. 1.10 5 1.5
NEEY 3. 1.4 P
5. 1.5
12) Beweis trivial mit 1.3, 3). 6. 9)
13) Beweis trivial mit 11), 3). 7. 9)
8. 1.61
14) DaB das Spezifikat ven a und a widerspriicklick ist, folgt 9. 2)
trivial aus 1.2 und 1.10. Die verbleibende Behauptung ere 10, 1)

#ibt sich so: 1. 1.9
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2.4, zweite HElfte: 1. 1.2 Erste Halfte:
(1) =abFca 2.2
(2) a £ b+e Ann,
(3) ab &£ b+e 2.6 aus (1), (2)
(4) b £ ctb 2.3
(5) ¢ £ c+b 2.3
(€)  b+c £ c+b 2.9 aus (4), (5)
(7) ab £ c+b 2.6 aus (3), (6)
(8) &b £ 5% 2.2
(9) B £ c4b B3
(10) ab &£ c+b 2.6 aus (8), (9)
(11) ab £ (c+b)(c+b) 2.8 aus (7), (10)
(12) ¢ = (c+b)(c+b) 2.4
(13)  (c+b)(c+B) £ ¢ 2.7 aus (12)
(14) ab ¢ 2.6 aus (11), (13)

Den Beweis der zweiten Hilfte der Regel erhilt man, indem
man iiberall b und b vertauscht und die Zeilen (8) bis (10)

vor den Zeilen (1) bis (7) anordnet.

.

S. 34, 35: 1.2 Hier ist nur ad = O abzuleiten, da die durch das Dach

|

I~
o

16) Es ist noch zu zeigen: a £ b+c + ab und (A) angedeutete besondere Eigenart der Totaldiversitit

I~
I~
Q

a & b+c + ab im Kalkiil schon durch die Regeln 1.61, 1.62 ausge-

drickt ist,

(1) a £ a+0 23

(2) adg £ 0 16) aus (1)

(3) 0 £ a3z 2.5

(4) aa = 0 2.7 aus (2), (3)



- 102 -

- 103 -
1.5: atb,bc=0 + ac =0
(1) ac £ a Rl
(2) athb Ann,
(3) acth 2.6 aus (1), (2)
(4) ac £ ¢ Py 2
(5) ac &£ be 2.8 aus (3), (4)
(6) be = 0 Ann.
(7) e &£ 0 2.7 aus (6)
(8) ac &£ 0 2.6 aus (5), (7)
(9) 0 £ ac 25
(10) ac =0 2.7 aus (8), (9)
S. _42:
18) abfc + at L ¥p
(1) ab £ ¢ Ann.
1.10 erste Halfte: cLta, etb,ab=0 + ¢c=0 (2) 5 & Baa 163 sus L1
(1) c ta Ann., (3) B+c = c+b 5)
(2) c kb Ann, (4) DB+c £ c+b 2.7 aus (3)
(3) c £ oab 2.8 aus (1), (2) (5) a £ c+b 2.6 aus (2), (4)
(4) ab = 0 Ann, (6) ac £t b 16) aus (5)
(5) ab £ 0 2.7 aus (4) Den Beweis der Umkehrung erhdlt man, indem man in obigem Be-
(6) Y 2.6 aus (3), (5) weis b durch ¢ und ¢ durch b ersetzt.
(7) 0 &e =5 Die Beweise der librigen Beziehungen verlaufen analog.
(8) c =0 2.7 aus (6), (7)
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21) a#éb 4+ ab £0
(1) a=0 4r a#£1 0/1)
(2) (a=0) =(a#£1) v+ a) zweimal, aus (1) (1) aldb 4% af =B 1)
(3) (a #0) =(a=1) 15) aus (2) (2) (a £ b) = (ab = 0) + a) zweimal, aus (1)
(4) 2a#0 4r a-= b} wetnel, s (5) (3) (a4b)=(ab #0) 15) aus (2)
) alh 2+ EBdd F b) zweimal, aus (3)
S, 46 =~ 47:
20ly al4v 4+ a5
22) atb,af0 + a#hb
(1) algv Ann,
(2) alB #£o0 21) aus (1) (1) acthyp Ann.
(3) alb L al 2.2 (2) ath5b Ann.
(4) a'f =al 12) aus (2), (3) (3 md ub 2.8 aus (1), (2)
(5)  al £ alf 2.7 aus (4) (4) vB=o0 14)
(6) alB LB 2 (5) B Lo 2.7 aus (4)
(7) altB 2.6 aus (5), (6) (6) ato 2.6 aus (3), (5)
(7) 0L g 225
(1) at#o ) (8) a=0 2.7 aus (6), (7)
(2) al¢® Ann. (9) (atfb)ath) & (a=o0) Fa) aus (1), (2), (8);
(3) alén 22) aus (1), (2) (1), (2) beseitigt
(10) (a £b)(a#0) L (ath) 18) aus (9)
(11) a£b,a#0 +r a6k + b) aus (10)

Die erste Hdlfte der Regel wird analog bewiesen.
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S. 67 - 69: 27y) AL (BLC) 4% MBELC
24) Die Beweise sind trivial. (1) A& (B &) Ann.
(2) (B £¢) = (B+0) 26,)
(3) (B £ C) £ (B+C) 2.7 aus (2)
25) a£b F atb = 1 (4) A £ B+c 2.6 aus (1), (3)
{5 AB £ C 16) aus (4)
(1) a+b & 1 2.5
(2) ia & a 262 (6) AB £ ¢ Ann,
(3) a0 & B Ann. (7) A £ B+C 16) aus (6)
(4} ta LD 2.6 aus (2), (3) (8) (B &£¢C) = (B+0) 26,)
(5) 1 £ 3+b 16) aus (4) (9) (B+C) £ (B £ 0) 2.7 aus (8)
(6) a+b = 1 2.7 aus (1), (5) (10) A &£ (B L 0) 2.6 aus (7), (9)
a+b =1 + a tb 4.3 + (A £ 3B) £ (B L4
Der Beweis ergibt sich trivial mit 15) und » a).
(1) at1 2.5
(2) ata 2.1
(%) a L 1a 2.8 aus (1), (2) 4.6 A, ALB F B
(4) a+b = 1 Ann.
(5) 1 L Z+b 2.7 aus (4) Ann.
(6) 1a £ b 16) aus (5) A )
u
) Ly 2.6 aus (3), (6)
(7 a A=1- Ann
2.7 "
7 A
5.5 1L a ALB >
B £ 1 1&B
27
B =1
u)
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S. 80 - 81: 0, F (A=1) =0, A#E
Beweis des Schemas auf der Mitte von S. 80. A und B mbgen die (1) ALop Ann.
zur Anwendung von Regel b a) erforderliche Gestalt haben, (2) A = A+R 3) aus (1)
(3) a+K =1 14)
(1) A, B + B Ann, (4) A =1 24) aus (2), (3)
(2) AB £ B + a) aus (1) (5) 1 =4 24) aus (4)
(3) AB £ B 2.2 (6) ALX Ann.
(4)  AB L BB 2.8 aus (2), (3) (7) A = AR 3) aus (6)
(5) BB = BB 5) (8) AR =0 14)
(6) BB £ BB 2,7 aus (5) (9) A=0 24) aus (7), (8)
) AB L BB 2,6 aus (4), (6) (10) 1 =0 24) aus (5), (9)
(8) A, B v B Ann. (11) A =X v ELA 27
(9) AB £ B + a) aus (8) ‘ (12) (A =X) £ (K & 1) + a) aus (11)
(10) AB £ B 22 (14) (A=1) £ (ALt]) r a) aus (13)
(11) AB £ BB 2.8 aus (9), (10) (13) A=K v ALK 2477
(12)  AB+AB £ BB 2.9 aus (7), (11) (15) (A =E) £ (E£A)A LX) 2.8 aus (12), (14)
(13) A = AB+AB 2.4 (16) (R A)(ALE)L(1=0) ¥+ a) aus (1), (6), (10);
(14) BB =0 14) (1), (6) beseitigt
(15) BB £ 0 2.7 aus (14) (17) 1 £ 1 2.1
(16) AB+aB £ 0 2.6 aus (12), (15) (18) 1 £ 1 2.1
(17) O £ AB+AB 2.5 (19) 1 =1 2,7 aus (17), (18)
(18)  AB+AB = 0 2.7 aus (16), (17) (20) 140 0/1') aus (19); vgl. S. 103
(19) A =0 24) aus (13), (18) (21) (A =X) £ (1 =0) 2.6 aus (15), (16)
(22) (1 4£0) £ (a#1) 15) aus (21)
(23) A #£1% + b) aus (20), (22)
28), 29) Die Beweise verlaufen wie der Beweis von Satz 17).
Bei 28) ist Axiom 2,7 der Ausgangspunkt, bei 29) (24) . (A £F) = 1 u) aus (23)

I

die Regel 24). (25) (A =31) =17 15) aus (24)



(26)
(27)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

Beweis der Behauptung auf der Mitte der Seite. A und B migen

T=0

A=(a=1)
E=(a#£1)
A#£1 4% A=0
(A#£1) =(a=0)
E=(a=0)
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151)
24) aus (25), (26)

o)

15) aus (1)

0/1)

+ a) zweimal, aus (3)

24) aus (2), (4)

jeweils die zur Anwendung von v a), v b) erforderliche Ge-

stalt haben.

(1
(2)
(3)

(4)
(5)
(6)
(7)

A, B + B
A4, B r B

A=0

i~ o~
o

(B =

Wl o
o~

(B =

> B O @
I~

Ann,

Ann.

Beh. S. 80, vgl. Beweis
S. 108, aus (1), (2)
2.7 aus (3)

2.5

2.6 aus (4), (5)

+ b) aus (6)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)

32,) r

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

~
1
o
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Ann,

+ a) aus (1)

2.7

r a) aus (3)

2.7

r a)

aus (5)

2.6 aus (2), (4)
2,6 aus (2), (6)

27,)
27,)
+ b)
+ b)

aus (7)
aus (8)
aus (9)
aus (10)

2.2"

30u)

2.7 aus (2)

2.6 aus (1), (3)

2.9" aus (4)
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(6) 0Lty I[(Axy =Ai.) 2.5
VX

(M My =T = 0 2.7 aus (5), (6)
¥y x

S. 92 - 93:

33) vgl. v. Petzinger (1), S. 18.
Die auf W wund Y beziiglichen Teile des Satzes werden
analog bewiesen, mit 2.x' bzw. 2.x" statt 2.x.

34) atb,ctd F actbd, atc £ b+d

(1) ac £ a 2.2

(2) athb Ann,

(3) ac £ b 2.6 aus (1), (2)

(4) ac £ ¢ 2D

(5) cLta Ann.

(6) ac £ 4 2.6 aus (4), (5)

(7) ac £ bd 2.8 aus (3), (6)

Analog folgt mit Hilfe von 2.3, 2.9: a+c £ b+d.

Ahnlich werden die auf W und Y Dbeziliglichen Teile des

Satzes bewiesen, ndmlich mit Hilfe von 2.2', 2.8'; 2.,3%3', 2.9!

sowie 2.2", 2.8"; 2.,3", 2.9",

35)

Der Beweis ist trivial.

(2)
(3)
(4)
(5)

(6)

(7
(8)
(99
(10)
(11)
(12)

(13)
(14)

(15)

(16)

36')
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(x £8)(s £ P) = (8 £P)(xLt3)
(8 £ P)(x &£8) &£ (xLts)(strp)
x &8

sSeP

x £ P

(x £8)(S £P) L (xtp)

(8 £P)(x £8) £ (x £P)

(8 £P) £ ({(x £8) & (x £ P))

(8 £P) £M(xLts) L (xtp))
X

M(x &£8) £(x£P) =(sLtpP)
X

wird analog bewiesen.

X nicht frei in S, 1

(s £ B)) 2.2n

2.1
Ann.
F b) aus (2), (3)
F a) aus (3), (4);
(3) beseitigt
2.6 aus (1), (5)

5)

2.7 aus (7)

Ann.

Ann.

2.6 aus (9), (10)
Fa) aus (9)- (11);
(9), (10) beseitigt
2.6 aus (8), (12)
27,,) aus (13) 38)

2.8" aus (14), mit
x nicht frei in S, P

2.7 aus (6), (15)
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37)  Wir beweisen: (10)  (SP #£0) & (SBP £ P) F a) aus (6), (9);
a) + Y(x L S)(x #£P) L (SP#0) (63 bemedidgi
X (11) (SP £0) L (SP L 8)(SP £ B) 2.8 aus (5), (10)
B) b (SP£0) £ 3 £8)(x £ BY(x £ 0) (12)  (SP 4 0) L (SP £ 0) 2.1
¢) F F(xLS)xLB)x#0) LY (xLS)(x#P) (13)  (SP #0) £ (SP £ S)(SP £ B)(SP #0) 2.8aus (11), (12)
X x (14)  (SP L S)(SP & B)SP £0) £¥(xL£S)xt B)x£0) 2.3n
Bei a): x nicht frei in S, P. ) X
Aus a) - c¢) folgt die Behauptung gemiB 35). (15)  (SP £ 0) & E(X £ S)(x &£ P)(x £ 0) 2.6 aus (13), (14)
(1) =xts AT (1) (xts)t(xils) 2.1
(2) x#P AL (2)  x£P, x#0 r x45P 22)
(3) S 4P 17) aus (1), (2) (3) (x £B)(x £0) £ (x £ P) F a) aus (2)
(4) SB 40 21) aus (3) (4)  (xLS)xtB)(x#0)L (xLs)xkP)
(5)  (x£8)(x4P) L (SP#DO) Fa) (1), (2), (4); 34) aus (1), (3)
(12, (2) teseitist (5) T(xLs)xeB)(x£0)L¥(xLsS)xiP) 34) aus (4)
(6) F(xLs)(x4P) L(sP#0) 2.9" aus (5), mit x x
* x nicht frei in S,P
(1) sP#o0 Ann. 38,) Die Subsumtion (S &£ P) & g((xI ts) & (x' £ P)) wira
(2) SP £ 3 2.2 wie bei Satz 36) bewiesen. Der Beweis der entgegenge-
(5 (P £ 0)(SP &£ 8) £ (SP £ s) 2.2 setzten Subsumtion sieht so aus (dabei darf x nicht
(4) sPts r®) aus (1) - (3) frei in S, P und Kein in x freier Index frei in S, P
(5) (SP£0) &£ (8P £ 5) Fa) aus (1), (4); vorkommen) :
(1) beseitigt
(6) sP#£0 Anu. (1) x' £ SP Ann.
t7) BE=R 2 (2) SPLs 2.2
(8) (SP # 0)(SP L P) L (SP LD 2.2 . :
(9) SP LD F b) aus (6) - (8) (3) x" £8 2.6 aus (1), (2)

(4) (xI L g) L (xI L p) Ann.
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(5) XI - F b) aus (3), (4) 39a) Die zweite Gleichung ergibt sich trivial, weil wegen
Regel 20T) + (x! # P) = (x% &£ B) gilt.
(6) SP L P 2.2
(7) XI L P 2.6 aus (1), (6) Die zweite Subsumtion der Gleichung
(8) xl Lopp 2.8 aus (5), (7) (SB #£0) = F(x! £ s)(x! L B) ereibt sich so:
X

(9) PP =0 14)
(10) PP L O 2.7 aus (9) (1) xtcLs Ann.
(1) xf Lo 2.6 aus (8), (10) (2) x'csE Ann,
(12) 0L xL 2.5 (3) x' L sP 2.8 aus (1), (2)
(13) xf =0 2.7 aus (11), (12) (4) ' #£o0 1)
(1) (L Lspy(xFesy L (xfLp)) L (xl=0) Fa)aus (5) o0&l 2,5

(1), (4), (13); T

(1), (4) beseitigt (6) - 28} mus (4] (5)
(15)  («FLs) L o(xLop) Ann. (7) SP £ 0 17) aus (3), (6)
(6] =E 20 ) (8)  (xt £s)(xl £B) L (sP4o) b oa) aus (1), (2), (7);
(1) (P Ls) £ (xF LR £0) £ (xl ¢ 5B) sty §55 Ao

18) aus (14) (9) SP=0 + SPLO 2.7
(18) x! & sB v b) aus (15) - (17) (10)  (SP =0) £ (SP £ 0) ' + a) aus (9)
(19) sB =0 a) aus (18), mit x (11)  (SP #0) £ (SP £ 0) 15) aus (10)

nicht frei in S, P; (12)  (x' £ s)(xT £ B) £ (SP £ 0) 2.6 aus (8), (11)

kein i freier In-

ein an x freier (13)  ¥(x' £ 8)(xt £ B) £ (SP £ 0) 2.9" aus (12); mit

dex frei in S, P X

x nicht frei in S, P

(20) S E£P 1.62 bzw. 1) aus (19)

(21) M(xFcs)e(xl£P) & (sLP) ra)aus (15), (20);

X
(15) beseitigt
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Der Beweis der ersten Subsumtion der Gleichung = I _ "
. . (1) (8B £0) & ¥(x & sB) 3); mit x nicht frei in
— L L P : X
(SP £ 0) = %(x L s8)(x £ P) erfordert den Hilfssatz S, P; kein in x freier
’ Index frei in S, P.
I
- 2 L
a) + (a #£0) & Z(XI L oay. (2) * &P Ann.
X (3) SP £ s 2.2
Hierbei darf x nicht frei in a und kein in x freier I,
(4) X" &8 2.6 aus (2), (3)
Index frei in a sein, I
(5)  (x" £8P) L (xtcs) + a) aus (2), (4);
——— (2) beseitigt
(6) xI ¢ sP Ann.
) s 17 7 SP LB
(1) WP £a) =3 La) 33) ) 2.2
x X
(8) xtcop 2.6 aus (6), (7)
T . L I
L L 2y I I
(2) §(x a) g(x 4 a) 7 aus (1) (9) (x} £ sP) £ (xF £ P) - a) aus (6), (8);

(6) beseitigt
I § o 3
(3) x"#a + a=0 a); mit x nicht frei ia (10)  (x! & sP) £ (%% ¢ s)(xI £ Py 2.8 aus (5), (9)
a, kein in x freier In-

(1) F(x' £ 8B) £ F(x! = 8)(xT £ B) 34) aus (10)
dex frei in a. X X

(4) E(XI 4a)L(a=0) F a) aus (3) (12) (SP£0) £¥xTts)(x £ B) 2.6 aus (1), (11)
X
(5) Z(XI L a) L (a = 0) 2.6 aus (2), (4)
= Damit ist wegen 24) alles bewiesen.

i~

(6) (a#0)L¥(xIca) 15) aus (5)
X

S. 95
40) a 1. 1.2
4, 2.
. N 2 1w 2
o ¥ 1.61
3. -
AgmTTT%a 4. 1.62



- 120 -

Wir tragen hier noch zwei S&dtze nach, von denen einer schon
frither (S. 48) erwdhnt wurde. So erklirt sich auch die

Numerierung.

23.1) a. La, (x£a)t Z(ai =x) + a = zai
i

23.2,) ai Lta, (xta)t Z(ai =xl) b a=Yal
T

Beweis:

23%.1) Aus a., £ a ergibt sich nach 2.9': Zai L a
1

(mit i nicht frei in a). Wir haben also noch zu

(x £ a) & g(ai =x) ¢ akt gai

Ubrigens muB bei beiden S&tzen gelten: i nicht frei in a, x;
x nicht frei in a, a;. Bel 23.2a) muB zusdtzlich gelten:

Kein in x freier Index frei in a, aj -

(1) (x &£ a) £ 3(a; =x) Ann.
1

(2) a; = X Ann.
(3) x &£ ay 2.7 aus (2)
(4) a; & iai 2.3
(5 x & Zai 2.6 aus (3), (4)

T
(6) (ay = x) £ (x £ Yay F a) aus (2), (5);

(2) beseitigt
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(7) §<ai =x) £ (x & Zai) 2.9' aus (6); mit i
.
nicht frei in x.
(8) (x La) £ (x & Zai) 2.6 aus (1), (7)
i
(9) g((x La) L (xtL Zai)) = (a £t Zai) 36); mit x
1 4
éicht frei in a, aj.
(10) M(x £ a) £ (x¢ Zai)) £ (at Zai) 2.7 aus (9)
x i T
(11) a & gai F b) aus (8), (10)

Der Beweis fiir Satz 23.2a) verlauft genau so, jedoch wird

in Zeile (9) der Satz 388) angewandt.
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§ 3 Spezialisierungen des Kalkiils BFF

Die im folgenden dargestellten Spezialfdlle des Kalkiils BFF
entstehen durch Hinzufiigen der wortlich in die Sprache von
BFF ibersetzten Axiome + a), + b), s), 0/1), a), u), ut).
Zugehtrige Index- bzw. Variablenbedingungen sind jeweils zu

iibernehmen.

Die folgende Ubersicht zeigt den Zusammenhang der verschie-

denen Kalkiile (vegl. S. 71).

BFF

1

BrFrF

. k/”///// “‘~\\\~\\-\\‘§\* -
BFF \\\\\\\\\* BFF!
r /
BFFu

-
BFF2

N~

BF

§ 3.1 Der Kalkiil BFF"

Die Deduktions- und die Abtrennungsregel nehmen hier folgen=

de Gestalt an:

- 195 -~

F oa) Aus der Herleitung Ayy oo

Formel A1 A

+ b) Aus den Formeln

A1 A2 vee

avd

gy aun o B
Ay

A F B gewinnt man die

n

._._,_(B

gewinnt man die Formel B.

und der Formel

Die Ableitung zB. des Theorems 17) schreibt sich dann so:

1.
2
1. —4C
a——==>73 2.
Be

=2 =9 ‘.
*\\\v/:f;"liliiil 5.

Ann,

Ann,

1.4 aus 1., 2.

+ a) aus 1. - 3.3

1., 2. beseitigt

18) aus 4.
6. Ann,
Lq —<b] B_Rq 7. Ann.
8. F b) aus 5. - 7.
N =[]
5,
b x ==y steht fiir

X —<Y



= P4 =

Wir schieben an dieser Stelle eine Bemerkung iiber die Zeichen

+«——~< und <% ein.

a e—=b kann als Abkiirzung flir a —m—b, a «> b kann als

Abkiirzung fir —M gelten. Diese Festsetzung
aéfzib lieBe sich aber auch durch die

Regeln ausdriicken:

Qf;:zsb Aae«—>b <_v_ab
§ 3.2 Der Kalkiil BFF?

Der Kalkiil BFF: entsteht aus BFF" durch Zusatz der Grundformel

s) M —W

§ 3.3 Der Kalkiil BFF;

Der Kalkil BFFE entsteht aus BFF" durch Hinzufiigen der fol-

genden Grundregel:

0/1) M AN
s
a>——<W ar—< W
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§ 3.4 Individuen - Kollektive - Der Kalkiil BFF;

Zur Definition des Individualbegriffs dienen die Axiome

I1) W <«—<al

I2) W €e—b>===<aT

Ein Kollektivbegriff ist durch die Regel gekennzeichnet

X) a%

cI —_—< D > W

Der Kalkiil BFF; entsteht aus BFFY durch Zusatz der Regel

a) el —< b = W

§ 3.5 Die Kalkiile BFF; und BFF!,

Die Kalkiile BFFE und BFF;, entstehen aus BFF durch Zusatz

des Urteilsprinzips:

u) A A>——M

A>exM A

das bei BFF;, allerdings nur auf Beziehungsformeln angewen-—
det werden darf.

An dieser Stelle, aber auch schon bei der Einfihrung der
Regeln + a) und + b), sieht man, daB der Kalkiil BFF sich
zwar zur Urteilslogik ausbauen 14B8t, dafiir aber - trotz sei-
ner sonstigen Vorziige — nicht besonders gut geeignet ist,

Denn die hierzu notwendigen Regeln
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lassen sich ihres linearen Charakters wegen nicht sehr ele-
gant in den mehrdimensionalen, typisch begriffslogischen
Kalkiil BFF einfiigen. Deshalb haben wir fiir den Vergleich wvon
Begriffs- und Urteilslogik den linearen Kalkiil BGS als Grund-
lage gewahlt. Man konnte aber auch alle Beweise in BFF filhren.
Ein Beweis der Abtrennungsregel in der Form o, A —<B + B

kann in BFFG so gefihrt werden:

1. Ann. oder so:
/\4. 2. Ann,
3. u) aus 1. A s 2
2 _—
AL ‘B 4. 1.4 aus 2., 3. X .yl
Yoo N }/,#
2 %
3\§ 4/4. b 1:3 \h1/
M
6. u) aus 5.
BG
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§ 4 Logische und nichtlogische Kalkiile

Bei dem logischen Kalkiil BGS und seinen Spezialfdllen konnte
man beobachten, daB hier jedes der Beziehungszeichen &, =
auch als Verknﬁpfungszeichen verwendet wird. Das liegt daran,
daB die Spezialisierungsregel Sp) fiir beliebige Formeln ~
also insbesondere fiir Beziehungsformeln - gilt. Schrénkt man
diese Regel so ein, daB Variablen nur noch durch Formeln er-
setzt werden diirfen, die keine Beziehungzeichen enthalten, so
erhdlt man einen nichtlogischen, verbandstheoretischen Kalkiil
VBGS. Bei diesem gibt es nun - was fiir nichtlogische Kalkiile
anscheinend charakteristisch ist - eine strenge Trennung
zwischen Verkniipfungs- und Beziehungszeichen: Kein Beziehungs-
zeichen kann als Verkniipfungszeichen auftreten und umgekehrt,

Der Kalkiil VBGS diirfte genau die in allen vollstidndigen Boole~

schen Verbinden giiltigen Beziehungen (é, =) ableiten. Dabei

entspricht a.b dem Infimum von a und b, a+b dem Supremum von

a und b, T a; dem Infimum und I:ai dem Supremum aller a
i i

ie
Durch den eben erwdhnten Zusammenhang zwischen Verkniipfungs-
und Beziehungszeichen lassen sich logische und nichtlogische
Kalkiile also bereits rein syntaktisch unterscheiden.

Beide Arten von Kalkiilen leiten zwar ?ormeln der Gestalt

A £ B, A=B ab; im logischen Falle diirfen A und B beliebige
Formeln sein, im nichtlogischen Falle diirfen A und B jedoch
nur "Terme" sein, dh. Ausdriicke, die kein Beziehungszeichen
enthalten.

Es gibt ein einfaches Rezept zur Gewinnung der Begriffslogik:

Man wdhlt einen Kalkiil mit dem Vokabular zB. von BGS, der
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genau die bzgl., ., M, +, ¥, - in allen vollstiéndigen
Booleschen Verbidnden giiltigen "Termgleichungen" s = t -
wobei s und t Terme sind - ableitet, sowie die in diesen Ver-
bidnden giiltigen Regeln, die nur Termgleichungen enthalten.
(Man kann sich hier auf Gleichungen beschrinken, da Subsum-
tionen stets in &dquivalente Gleichungen umgeformt werden
kdnnen. )

Erlaubt man, daB in diesem Kalkiil die Variablen nicht nur
durch Terme, sondern durch beliebige Formeln ersetzt werden

" diirfen, so erhdlt man einen Begriffskalkiil.

Man k&nnte sich fragen, wie Kalklile aussehen miiBten, die zB.
die Klasse der singuldren, der zweielementigen oder der
atomaren (vollstiandigen) Booleschen Verbinde repridsentieren,
Diese Kalkiile stiinden in enger Beziehung zu den logischen
Kalkiilen BGS%, BGS%, BGS}.

Man konnte weiter untersuchen, in welchen Fdllen es rein
verbandstheoretische Kalkiile gibt und in welchen Fédllen man
logische und nichtlogische Kalkiile kombinieren muB etc.

Wir wollen diesen Fragen hier nicht weiter nachgehen.

§ 5 Historische Bemerkungen

Flir die Geschichtsschreibung der Logik ergibt sich aufgrund

" unserer bisherigen Uberlegungen die Aufgabe, in den einzelnen

Epochen, aber auch bei einzelnen Logikern und Logikschulen
begriffslogische und urteilslogische Denkweise aufzuspliren.
und ihre jeweilige Auswirkung zu verfolgen.

In diesem Sinne wird man sagen diirfen, daB Aristoteles und
mit ihm die scholastische und spiter die traditionelle Schul-
logik in erster Linie begriffslogisch ansetzte. Das zeigt
schon die ilibliche Einteilung der Logik in die Lehre vom Be-
griff, Urteil und SchluB. Man behandelte jedoch nur einen
Teil des Gesamtsystems der Begriffslogik, nimlich bestimmte
Begriffsbeziehungen in Form der Sylliogistik, die als Grund-
lage der gesamten Logik angesehen wurde. Die Begriffsver-
kniipfungen wurden daneben vernachlissigt. Will man die in den
betreffenden Kalkiilen ableitbaren Formeln durch Kreise sym—
bolisieren, dann 148t sich die Stellung der Syllogistik etwa

s0 angeben:

Anders verfuhr - etwas am Rande der logischen Tradition -
hier Leibniz. Er diirfte bis auf die unendlichen Operationen
fast alles filir die Begriffslogik Wichtige gesehen und sogar
in Kalkiile gefaBt haben. Der Inhalt von Deduktions- und Ab-
trennungsregel war ihm vermutlich bekannt, da er die hypo-

thetische Beziehung "Wenn A, dann B" als Subsumtion zwischen
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den Beziehungsbegriffen A und B auffaBte. DaB Leibniz der
Begriffslogik den Vorrang gab, entnimmt man nicht nur seiner
Ansicht, daB die Gesetze der Logik in allen mdglichen Welten

gelten miiBten, sondern auch der Tatsache, daB Leibniz im

Prinzip schon wuBte, wie man von der Begriffslogik zur Urteilse

logik gelangen kann., Er stellte u. a. das Axiom

A = ( A est vera) auf, das unserem Theorem u) A = (A = 1)
entsprichﬁ{wAuBerdem gab er bereits eine interessante Defi-
nition des Individualbegriffs.

Auch bei Boole und Jevons in England, sowie bei Schroder

in Deutschland scheint die begriffslogische Betrachtungsweise
noch im Vordergrund gestanden zu haben, obwohl man in Schro-
ders Spiatwerk eine Neigung zu urteilslogischem Denken bemer-
ken kann.,

Die Anfinge der Urteilslogik lassen sich bis in die Antike
verfolgen, doch scheint es urteilslogische Systeme, die einen
Vergleich mit der aristotelischen Syllogistik vertragen konnte
nicht gegeben zu haben. Obwohl sich urteilslogische Uberle=
gungen auch innerhalb der logischen Tradition h&ufig nach-
weisen lassen, muB doch Gottlob Frege als der eigentliche
Begrinder, ja geradezu Erfinder der Urteilslogik gelten.

Der Erfolg dieses Logiktypus gerade in den letzten finfzig
Jahren 148t sich wohl u. a. darauf zuriickfilhren, daB die Ur=
teilslogik von vornherein voll entwickelt und kalkiilisiert
gur Verfilgung stand und so zum wichtigen Instrument, aber
auch Untersuchungsgegenstand der in den DreiBigerjahren auf=-
blithenden mathematischen Grundlagenforschung werden konnte,
Die philosophische Schullogik dagegen hatte es versdumt ihr

begriffslogisches System weiter auszubauen und auf einen mit
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dem der Urteilslogik vergleichbaren technischen Stand zu

bringen.

Durch v. Freytag-Ldringhoffs bisher nur teilweise publi-

ziertes Werk diirfte das nun im wesentlichen nachgeholt

worden sein.
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Anmerkungen

1) vgl. Kauppi (1)

20 Auch die iblichen intuitionistischen Logiken sind -

obwohl nicht zweiwertig - Urteilslogiken (vgl. S. 91).

3) Eine dritte Moglichkeit bestiinde darin, nicht Begriffe
oder Urteile, sondern das SchlieBen selbst als ein me-
chanisches Operieren mit Zeichen zum Gegenstand der Logik zu
machen. Man erhdlt dann eine sog. "Kombinatorische Logik", wie
sie von Schonfinkel und Curry begriindet wurde. Man betrachtet
hier verschiedene Arten von sog. Kombinatoren-Kalkiilen, die
zur Aufgabe haben, elementare Operationen mit Zeichen, ins-
besondere mit Funktionszeichen, darzustellen. Insofern han-
delt es sich hier - grob gesprochen - eher um eine allgemeine
Kalkiiltheorie und der Name "Logik" ist etwas irrefiihrend.
Zu den erwdhnten Kalkiilen kann man Zeichen hinzufiigen, die
einer logischen Deutung fidhig sind. Je nach Wahl der dazuge-
horigen Regeln ergibt sich dann eine Begriffs-, Urteils-

oder sonstige Logik.
4) vgl., Frege (1), S. 5
5) vgl. S. 2, FuBnote 1).
6) vgl., v. Freytag-Loringhoff (1) - (3), v. Petzinger (1).
7)  vgl, Wagner (1)
8) Man konnte die Regeln 1.61, 1.62 zu der Regel
a €«—>C zusammenfassen und Axiom 1.2 in der

/
K\\ / Form a <«2» 3 beibehalten.

Bei dem vorliegenden Axiomensystem BFF
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ktnnte bei 1,2 das Dach (a) fehlen und bei 1.61, 1.62

sogar das ganze Zeichen <2 ,

9) "Frei" und "gebunden" ist wie iiblich zu verstehen, Ein
Index heiflt gebunden, wenn er im Wirkungsbereich eines

&—r—< bzw. —3<«+ steh¥, andernfalls heiBt er frei;

s. S. 31.

10) vgl. Anhang § 3.1, S. 123 f.

11) 1.1, 1.4, 1.7 definieren die Art-Gattungs-Beziehung als
Halbordnung unter den Begriffen. 1.8, 1.8', 1.9, 1.9'

besagen, daB Spezifikat und Generalisat jeweils das Infimum

bzw, das Supremum bzgl., dieser Halbordnung bilden, und zwar zu

je zwel oder aber beliebig vielen Begriffen.

12) Satz 1) gilt auch, wenn man b und b vertauscht. Zum Be-
weis wird dann Regel 1.61 statt 1.62 verwendet. Ebenso

£11t auch, wie man leicht sieht, die Umkehrung des Satzes:

o

a

Nt

—-————W

o

v

ol

13) Gentzensche Form, weil der Kalkiil gemessen an der Zahl

seiner Grundformeln relativ viele Grundregeln aufweist.

14) Bei 2.2' und 2.3%' darf k ein beliebiger variabler, aber
auch ein konstanter Index, zB. 0, 1, sein. Bei 2.8' und

2.9' dagegen darf i nur variabel sein,

15) Es kann vorkommen, daB eine Formel mehrere Ubersetzungen
besitzt, die dann aber gegenseitig auseinander herleit-

bar sind. So hat die BGS-Formel ab = 0 in BFF die beiden
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Ubersetzungen a «—> b und a b

——cw
16) vgl. Gentzen (1), S. 11.

17) A1 ¥ An L B sei eine mindestens sekundédre Beziehungs=-
formel. In spdter zu betrachtenden Erweiterungen des
Kalkiils BGS soll die Regel ¢ a) auch auf Herleitungen ange-
wandt werden, in denen die betreffenden Zusatzregeln oder
auch die Regel + b) bereits angewandt worden sind.
Enthdlt eine der Hypothesen A1, ses An einen freien Index
(bzw. spiter eine freie Variable) und ist die Formel B unter
Beachtung einer Indexbedingung (bzw. Variablenbedingung) er-
schlossen worden, so ist der betreffende Index (bzw. die be-
treffende Variable) in der Konklusion der Regel + a) durch ein

M 2zu binden (vgl. S. 90 f.). Beispiel:

(1) a; &b Ann.,

(2) By Ly 2.9' aus (1)
1

(3) mlay o) £ ( ¢ a; £b) Fa)aus (1),(2); (1) beseitigt
i i

18) Wenn einige der Formeln Ay, o.. A, freie Indizes (bzw.
freie Variablen) enthalten und dieselben Formeln in

A1 cee A £ B auftreten, wobei jedoch der betreffende Index

(bzw. die betreffende Variable) eventuell nach vorheriger Um-

benennung durch ein W gebunden ist, so soll man in diesem

Falle auch B erschlieBen konnen (vgl. S. 90 f.).
19) Statt (1) bis (4) schreiben wir auch kiirzer:
(n) atb,betec =

L c

a
(n+1) (a £b)(bLte)t(acte)
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ebenso statt (5) bis (8):

(n) (atb)afc)b(bée)
(n+1) atb,abbtc v b#éc

20) Diese Vertauschbarkeit gilt natiirlich nicht innerhalb

beliebiger Formeln,

21) vgl. Hilfssatz 0/1'), Anhang, S. 103,

22) Im Rahmen der Kollektivtheorie sind diese Axiome &qui-
valent mit den Formeln, die innerhalb der Priddikaten-

logik mit Identitdt den sog. Kennzeichnungsoperator ¢ defi-

nieren; vegl. Hilbert (1), I, S. 394.

2%) Index- und Variablenbedingung: Kein in a freier Index
darf in b frei vorkommen; a darf nicht frei in b vorkom-

men (vgl. S. 90). Wegen dieser Bedingungen lautet die Regel:

"Wenn jeder Individualbegriff aI ...". Sie entspricht gemidB
+ a), - b), S. 41, der Formel m (aI 4£b) £ (b =0).
a

24) Index- und Variablenbedingung: Kein in c¢ freier Index
darf in b frei vorkommen; c darf nicht frei in b vor-

kommen (vgl. S. 90).

25) vgl. Schroder (1), ITI. Lowenheim (2).

26)  vgl. Hilbert (1), (2); v. Kutschera (2); Smullyan (1).

27) Bei 4.4, 4.5 darf y eine Individuenvariable, aber auch
gegebenenfalls eine Individuenkonstante sein. Bei 4.7,

4.8 dagegen darf x nur eine Individuenvariable sein.
28) vgl. Lorenzen (2), S. 99.
29)  vegl. Chang (1), S. 507 ff.

30) vgl. Kreisel (1); S. 211 werden verschiedene Mengenbe-
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griffe diskutiert. Der Fall iii) Menge " als Abstraktion des

allgemeinen Begriffes 'Eigenschaft': Eine Menge ist der Bereich
aller Objekte mit einer gewissen Eigenschaft." scheint unserem
"Kollektiv" sehr nahe zu kommen, Auf S. 233 heiflt es, die Logik

dieses Mengenbegriffes sei noch nicht geniigend untersucht.
31)  vgl. auch Russell (1), S. 22 ff.

32) Bei Anwendung der Regeln + a), k b) gilt jetzt zusdtz-
lich das in den FuBnoten 17), 18) in Klammern iiber

Variablen Gesagte.
33) vgl. Lorenzen (2), S. 93.

34) Die groBen Buchstaben S und P vertreten hier aus Griinden
der Tradition entgegen unserer frilheren Festsetzgung Be-

griffe und nicht Urteile; vgl. S. 65.

35) Die Sitze 36), 36') konnen als Beweis des Satzes vom re-

ziproken Verhdltnis von Inhalt und Umfang gelesen werden,
Denn falls S &£ P gilt, ist jeder Umfangsteil x von S auch Um-
fangsteil von P und jeder Inhaltsteil y von P ist auch Inhalts-
teil von S. Dh. der Umfang der Art ist ganz im Umfang der Gat-
tung und der Inhalt der Gattung ist ganz im Inhalt der Art
enthalten.

F

36) Dies entspricht der Tormel Vx (Sx A -Px) in APL, wenn

man Sx, Px liest als "x ist ein S", "x ist ein P",.

37) vgl. Weyl (1). Weyl bezeichnet Existenzaussagen nicht
als echte Urteile, sondern als "Urteilsanweisungen",

etwa zu lesen als: "Man konstrulere ein x der Art, daB ...".

38) Hier wurde 27u) filr Beziehungsformeln A, B, C verwendet.

Man befindet sich also, da u') vorausgesetzt wurde, in
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BGs;, !

39)

vgl. Kauppi (1), S. 169 ff.
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